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@ wstep
@ Koncepcja sfery niebieskiej: zrodto
@ Koncepcja sfery niebieskiej: zastosowanie
@ Definicja sfery

9 Elementy geometryczne na sferze
@ Koto wielkie, koto mate, bieguny két
@ Dwukat sferyczny, kat sferyczny, tréjkat sferyczny
@ Dtugosci tukéw na sferze

e Potozenia ciat niebieskich na sferze
@ Wspéirzedne prostokatne ciat niebieskich
@ Wspétrzedne sferyczne.
@ Przemiany wspotrzednych sferycznych i prostokatnych.
@ Przyktad: uktad wspétrzednych réwnikowych.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cial niebieskich na sferze
Koncepcja sfery niebieskiej (2)
Z lie: wy ie potozen ciat niebieski

W celu wyznaczenia potozenia ciata
niebieskiego (kierunku propagaciji
promieniowania E-H) wygodnie jest
przyjac, ze:
@ kierunek do rzeczywistego
obiektu jest identyczny
z kierunkiem do jego rzutu
potozonego na sferze niebieskiej,
@ obserwator znajduje sie w $rodku
sfery niebieskiej,
@ promien sfery wynosi 1 [czego$]
w dowolnych jednostkach.

Rysunek: Rzutowanie gwiazd na sfere

niebieska.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia ciaf niebieskich na sferze
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Koto wielkie
Slad przeciecia sfery ptaszczyzna
przechodzaca przez srodek sfery jest
kotem wielkim.

A B

Wektory r punktow kota wielkiego
spetniaja réwnanie:

nr=0 (1)

gdzie: wektor jednostkowy n wskazuje
jeden z biegunéw kota wielkiego,

Rysunek: Koto wielkie AX. natomiast wektor r przebiega punkty
kota wielkiego.
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Czesc |

Sfera niebieska: geometria, wspoétrzedne punktéw na
sferze.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cial niebieskich na sferze
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Koncepcja sfery niebieskiej (1)
Zrédio koncepcji

Do koncepcji niebieskiej sfery doprowadzajg nas nastepujace spostrzezenia:

@ wyglad rozgwiezdzonego
nocnego nieba,

@ nie potrafimy rozrézni¢, ktére
obiekty sg nas blizej, a ktére
dalej,

@ ruch dobowy gwiazd przebiega
tak, jak gdyby byty one na
sztywno przymocowane do
niewidocznej sfery.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cia niebieskich na sferze
ooe 0000000000 000000000

Definicja sfery niebieskiej

Sfera jest to powierzchnia, ktérej
punkty sa réwnoodlegte od punktu
wspdlnego zwanego $rodkiem sfery.
Wektory punktéw potozonych na
powierzchni sfery spetniajg réwnanie:

rr=1

gdzie: r oznacza wektor jednostkowy
0 poczatku w $rodku sfery.

Rysunek: Jednostkowa sfera o srodku w O.
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Bieguny kota wielkiego

Definicj

Konce $rednicy prostopadtej do kota
wielkiego nazywane sg biegunami
kota wielkiego. Np. biegunami kota
wielkiego AX sg punkty Pi Q.

a

Przez bieguny P, Q mozna wykresli¢
nieskonczenie wiele két wielkich.

Dwa punkty sfery, ktére nie sa
punktami biegunowymi, np. Ai X,
wyznaczaja jedno koto wielkie bowiem
facznie ze srodkiem sfery (punktem O)
jednoznacznie okreslajg ptaszczyzne,
ktérej przecigcie ze sferg jest kotlem
wielkim.

Rysunek: Koto wielkie i jego bieguny PQ.
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Przecigcie sfery ptaszczyzna nie
przechodzaca przez $rodek sfery jest
okregiem, tradycyjnie zwanym kotem
matym.

Jego bieguny P i Q sa punktami
skrajnymi $rednicy sfery prostopadtej
do ptaszczyzny kota matego.

S Promien kota matego jest zawsze
mniejszy od promienia sfery.

Rysunek: Koto mate AB i jego bieguny PQ.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Potozenia ciat niebieskich na sferze
Kat sferyczny

Kat liniowy pomiedzy ptaszczyznami
kot wielkich jest katem sferycznym.

Jest on identyczny z katem pomigdzy
stycznymi wystawionymi w punkcie
wzajemnego przeciecia sie kot

wielkich.
Rysunek: Kat sferyczny A.
Wstep Elementy geometryczne na sferze Potozenia cial niebieskich na sferze
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Tréjkat sferyczny paralaktyczny: wtasnosci (1)

A Dla dowolnego z bokéw a, b, ¢ i katéow
sferycznych A, B, C mamy:
a<b+c
a>|b—c
T<A+B+C<3rm
Réznica

(A+B+C)—m=¢

Rysunek: Trojkat sferyczny ABC, zwana jest nadmiarem sferycznym.
paralaktyczny (eulerowski). Wszystkie boki
a, b, ¢ tréjkata paralaktycznego sa

mniejsze od .

Trojkat ptaski posiada tylko jeden kat prosty, trojkat sferyczny niekoniecznie,
moze mie¢ ich dwa a nawet trzy. J
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Dtugos¢ tuku kota wielkiego

.

Na punktach L, W rozpiete sg dwa tuki kota
wielkiego, mniejszy z nich to linia geodezyjna
(ortodroma). Jest to najkrétsza krzywa

w taczaca na sferze punkty Li W.
Linie geodezyjne petnig na sferze role taka jak

' linie proste w geometrii euklidesowe;.

Poniewaz promien sfery niebieskiej r = 1, to
dtugosc tuku LW kota wielkiego réowna jest
katowi Srodkowemu ¢ (w radianach) jaki ten

Rysunek: Ortodromy LW, KP — tuk rozpina wzgledem srodka sfery.
linie geodezyjne na sferze.
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Dwukat sferyczny

Przecigcie sfery dwoma kotami
wielkimi wyznacza cztery obszary
(powierzchnie) zwane dwukatami
sferycznymi.

Dwukat sferyczny okreslony jest
katem sferycznym, np. katem A.

Pole pwierzchni dwukata wynosi

S=2r°A

Rysunek: Dwukaty sferyczne. . .
gdzie A w radianach,

r — promien sfery.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Potozenia ciat niebieskich na sferze
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Tréjkat sferyczny

Trzy kota wielkie tworza na sferze
osiem obszaréw zwanych tréjkgtami
sferycznymi.

Gdy dostepne sa elementy jednego z
tych tréjkatow (trzy boki (tuki) a, b, ¢
oraz katy wewnetrzne A, B, C), mozna
fatwo wyznaczy¢ elementy wszystkich
pozostatych tréjkatow.

Rysunek: Trojkaty sferyczne. Dla ciekawych

A na ile obszaréw podzieli sfere n kot
wielkich?

Wstep Elementy geometryczne na sferze. Polozenia cial niebieskich na sferze
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Tréjkat sferyczny: wtasnosci (2)

Réznica
(A+B+C)—-7m=¢
jest nadmiarem sferycznym.

Pole powierzchni tréjkata sferycznego
wynosi

S=r%
gdzie r jest promieniem sfery, a kat e
— nadmiar sferyczny podano w
radianach.

Rysunek: Tréjkat paralaktyczny ABC.

Wstep Elementy geometryczne na sferze. Polozenia cial niebieskich na sferze
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Dtugos¢ tuku kota matego

Izogona

Dana jest sfera jednostkowa (r=1).

Na punktach A, E rozpiete sa dwa tuki
kota matego. Krétszy z nich, tzw.
izogona ma dtugos¢ AE dang formuta:

AS = AO - sin AOS

= sinf 2)
AE =y - ASE = ¢sin6
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Okreslenie potozen punktéw w przestrzeni (1)

Niech dana jest tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa, a w niej uktad osi
wspotrzednych (x, y, z) rozpiety na tréjce wersoréw

i=[1,0,0]",j=0,1,0]",k = [0,0,1]"

Niech miedzy wersorami spetnione beda nastepujace zaleznosci:

i=jxk
j=kxi
k=ix]j (3)

ili=jj=k"k=1
Trojke i, j, k mozemy uja¢ w formie macierzy 3 x 3 zwanej triada R

R=i,j k| 4)

Jej elementy sa cosinusami kierunkowymi kierunkéw i, j, k.
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Okreslenie potozen punktéw w przestrzeni (3)

z Wektor potozenia
Stwierdzenie, ze wektor r opisuje
potozenie punktu A oznacza, ze znane sa
jego sktadowe (x, y, z), trzy liczby
X d wyznaczone wzgledem pewnej triady R.
“ Zwigzle wyrazamy to za pomoca zapisu
z

X
r:R{y } =x-i+y-j+z-k (7)
z

Dla sfery jednostkowej prawdziwy jest zwigzek
Xty =1 ®)

zatem, w celu ustalenia potozenia ciata niebieskiego wystarczy postuzy¢ sie
dwiema liczbami.
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Okreslenie potozen punktéw na sferze (2)

Wspétrzedne sferyczne (2)

Poniewaz r = 1, zatem potozenie ciata
na sferze w petni wyznaczaja dwie
wspdtrzedne katowe (v, 9).

W celu ustalenia potozenia ciata na
sferze, wystarczy jesli wspétrzedne

(v, ) przyjma wartosci nalezace do
dziedziny

0<0<n
o<y<2n ©)

A w jaki sposéb za pomoca wspdtrzednych (6, ) nalezatoby okresli¢
potozenie punktéw Z,Z'?
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Uktady wspotrzednych sferycznych i prostokatnych

Kazdy uktad wspétrzednych sferycznych ma
odpowiednik prostokatny:
@ 0$ Z przechodzi przez biegun uktadu
sferycznego,
@ 0$ X lezy w ptaszczyznie kota
odniesienia wspotrzednej azymutalnej v,
@ 0$ Y dobrana jest tak by zapewni¢
zgodnos¢ skretnosci obu uktaddw.
W praktyce wykorzystane sa wspétrzedne
sferyczne jak i prostokatne. Podejscie
sferyczne jest zwykle oszczedniejsze
rachunkowo, podejscie wektorowe jest
ogdlniejsze i eleganckie.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cial niebieskich na sferze
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Okreslenie potozen punktéw w przestrzeni (2)

Triada ortogonalna

Transpozycja triady R ma posta¢

iT
RT:ELHT:[iT} ()
kT

lloczyn

oo

} (6)

Co pociaga

czyli triada R jest macierzg ortogonalna.
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Okreslenie potozen punktéw na sferze (1)

Wspotrzedne sferyczne (1)

Astronomowie lubig postugiwac sie
wspbtrzednymi sferycznymi (r, 0,),
blizszymi intuicyjnemu wyczuciu kierunku
do punktu A:
@ r = OA =1 jest wspdirzedna radialng
punktu A,
@ 0 jest wspotrzedna polarna punktu A,
(0 = ZOA),
@ 1 jest wspotrzedng azymutalng
punktu A réwng katowi sferycznemu
pomiedzy ptaszczyznami ZOB i ZOC.

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cial niebieskich na sferze
000 0000000000 000000000

Okreslenie potozen punktéw na sferze (3)

Uktad wspétrzednych sferycznych

W celu zdefiniowania jakiegokolwiek
z uktadu wspoétrzednych sferycznych
nalezy:

@ dokona¢ wyboru bieguna Z,
wzgledem ktérego mierzona jest
wspétrzedna — kat polarny 6,
dokonac¢ wyboru kota wielkiego
ZC petnigcego role ptaszczyzny
odniesienia, wzgledem ktérej
mierzony jest dwuscienny kat
azymutalny .
ustali¢ skretnos$é uktadu,
ustali¢ jednostki miary i dziedzine
wartosci katow 6 i 1.

715
W

Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cial niebieskich na sferze
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Przemiany wspoétrzednych sferycznych i prostokatnych

Zwigzki (xyz) <> (r,0,)

Sktadowe (x, y, z) sa cosinusami
kierunkowymi odcinka OA wzgledem

osiX,Y,Z
Xx = cos XA
y =cos YA (10)
z =cosZA

Dla wspétrzednych x, y, z oraz ¢,
tego samego punkiu A mamy zwigzki

X = sinfcos vy
y =sin@siny (11)
z=cosf




Wstep Elementy geometryczne na sferze Polozenia cial niebieskich na sferze
000 0000000000 000000008

Przykiad zastosowania definicji wspétrzednych sferycznych

Uktad wspétrzednych réwnikowych

@ biegunem uktadu jest pétnocny biegun
$wiata P, wspdirzedna polarna jest tuk
PG = 90° — ¢ gdzie ¢ jest delkinacja
obiektu G,

@ plaszczyzng odniesienia wspoétrzednej
azymutalnej « jest pétkole PT, gdzie T
jest punktem réwnonocy wiosennej.

@ rektascensja o wzrasta zgodnie z
kierunkiem rocznego ruchu Stonca,

@ wartosci wspoétrzednych «, § nalezg do
dziedziny:

0° < a< 24"
—90° < § < 90°

Elementy trygonometrii sferyczne]
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o Elementy trygonometrii sferycznej
@ Wz6r cosinusow
@ Wz6r sinuséw
@ Wzoér piecioelementowy
@ Wz6r cotangesowy

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Formuty trygonometrii sferycznej (2)

Ustalenia cd.

Zgodnie z réwnaniami

X = sinfcos
y =sinf@siny (12)
Z=cosf

sktadowe wektoréw potozen punktow
Bi C, wynosza

rg = (sinc, 0, cos c)
rc = (sinbcos A, sin bsin A, cos b)
(13)

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Wz6r sinuséw (1)

Wyprowadzenie

Badamy iloczyn wektorowy
rc xrg=sinarp (15)
gdzie rp jest wektorem jednostkowym.

Po podstawieniu sktadowych i wymnozeniu, lewa
strona uzyskuje posta¢

rc xrg= (sinbcoscsinA,
cos bsinc — sinbcos ccos A,
— sin bsin csin A)

(16)

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Czesc

Trygonometria trojkata sferycznego

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Formuty trygonometrii sferycznej (1)

Ustalenia

Na wektorach jednostkowych ra, rs, re
rozpinamy tréjkat ABC.
Obieramy uktad wspétrzednych sferycznych:

@ biegun uktadu ustalamy w punkcie A,

@ ptaszczyzne tuku AB obieramy jako
odniesienie miary wspétrzednej
azymutalnej ¥

Zatem:

@ potozenie punktu B dane jest przez
(0=c,¢v=0),

@ potozenie punktu C przez (6 = b, = A).

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Wzér cosinuséw

Wyprowadzenie

Kat pomiedzy rg, r¢ jest rowny diugosci boku BC,
awobec |rg| = |r¢| = 1 iloczyn skalarny tych
wektoréw wynosi

rg-Tc =cosa

Podstawiajac sktadowe wektoréw rg i rg, mamy

(sinc, 0, cos ¢) - (sin bcos A, sin bsin A, cos b)

i w rezultacie dostajemy wzér cosinusow
cos a = cos bcos ¢ + sinbsinccos A (14)

Jest to jedna z podstawowych formut trygonometrii sferycznej.

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Wz6r sinuséw (2)

Wyprowadzenie: badanie iloczynu r¢ x rg

Sferyczne wspétrzedne punktu D wynosza
(¢ = BAD, 6 = AD).
Zatem, korzystajac z (12) prawa strone réwnania

rc xrg=sinarp
przepiszemy jako

sinarp =
sin a(sin AD cos BAD, sin AD sin BAD, cos AD)
(17
Cosinusy i sinusy katéw AD, BAD zastapimy
wyrazeniami zawierajagcymi jedynie elementy
tréjkata sferycznego ABC
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Wz6r sinuséw (3)

Wyprowadzenie cd

Punkt D jest biegunem kota wielkiego BC, wobec
czego, tuk BD = 90° i biegnie prostopadle do kota
BC. Stad, ABD = 90° + B, a w tréjkacie
sferycznym BAD, ze wzoru cosinuséw

cos AD =
cos 90° cos ¢ + sin 90° sin ¢ cos(90° + B)
cos AD = —sincsin B

Podstawiajac — sin csin B do sktadowej z-towej w
réwnaniu (17), poréwnujac ja ze sktadowg z-towa
z réwnania (16) otrzymamy wzdr sinusow

sinA _ sinB

sina  sinb (18)

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Wz6r cotangensowy (1)

Wyprowadzenie

Wzdr cotangensowy (czteroczesciowy) uzyskamy
ze wzoréw cosinuséw i sinuséw. Korzystamy ze
wzoru cosinuséw bokéw b i ¢ tréjkata ABC

cos b = cos acos ¢ + sinasinccos B
cos ¢ = cos acos b + sinasinbcos C

cos ¢ w pierwszym réwnaniu eliminujemy za
pomoca prawej strony drugiego réwnania

cos b = cos a(cos acos b + sin asin bcos C)+
sinasinccos B

Ktadac za sin ¢ odpowiednie wyrazenie ze wzoru
sinuséw dostaniemy ...

Male przesunigcie Wektorowe transformacie wspsirzgdnych.

Dygresia Podsumowanie
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Czesé Il

Pozyteczny aparat obliczeniowy

Male przesuniecie Wektorowe transformacje wspsirzgdnych. Dygresja Podsumowanie
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W astronomii sferycznej mamy do czynienia z niewielkimi zmianami
kierunkéw do ciat niebieskich (tzw. mate przesuniecia). Przyczyny i wielko$é
przesunie¢ bywaja rézne, m.in. zalezg od potozenia obiektéw. Ale same
przesuniecia zawsze zachodzg po kolach wielkich taczacych poszczegélne
obiekty ze wspélnym, ustalonym punktem sfery.

Do zjawisk wywotujgcych niewielkie zmiany wspoétrzednych ciat niebieskich
nalezg m. in.:
@ paralaksa roczna “przesuwa” obiekt wzdtuz kota wielkiego
zawierajacego wersory kierunku do Stonca i do obiektu,
@ aberacja dobowa przebiega po tuku kota wielkiego rozpigtego na
wektorach potozenia danego ciata i predkosci dobowej obserwatora,
@ przesunigcie powodowane refrakcjg atmosferyczng przebiega w
kierunku zenitu obserwatora po wertykale, na ktérym znajduje sie obiekt.
Wszystkie tego typu przesunigcia mozna traktowac jako szczegélne
przypadki ogdIniejszego matego przesuniecia opisanego ponizej.

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Wzér piecioelementowy

Wyprowadzenie

W ABAD, moca wzoru sinuséw dla boku AD i
kata wierzchotkowego ADB bedzie:
sin(90° + B) _ sin BAD

sin AD sin90°
sin ADsin BAD = sin(90° + B) = cos B
Ktadac ten rezultat do y-kowej sktadowej
réwnania (17), przyréwnujac ja ze sktadowa
y-kowa réwnania (16) otrzymujemy wazny wzoér
zwany wzorem piecioelementowym

sinacos B =cosbsinc —sinbcosccosA (19)

Dalsze pigé wzoréw typu (19) otrzymamy po odpowiednich permutacjach
symboli w AABC.

Elementy trygonometrii sferyczne]
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Wzér cotangensowy (2)

Wyprowadzenie cd

cos b = cos a(cos acos b + sinasin bcos C) +
. {sin bsin C]
sina|———-—|cosB
sinB
Po podzieleniu obu stron przez sin b, bedzie
cotb = cos® acot b + cos asin acos C + sin asin Ccot B

sin® acot b = sin a(cos acos C + sin C cot B)

Dzielac drugie réwnanie stronami przez sin a, otrzymamy wzér cotangensowy
cos acos C = sinacotb — sin Ccot B (20)

Komplet szesciu wzoréw uzyskamy odpowiednio permutujac symbole w
AABC.

Mae przesunigcie Wektorowe transformacie wspoirzednych Dygresia Podsumowanie
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e Mate przesuniecie
@ Podejscie sferyczne: zmiany wspétrzednych a, &
@ Podejécie wektorowe: zmiany kierunku wersora potozenia s

e Wektorowe transformacije wspétrzednych.
@ Macierze obrotéw.
@ Katy Eulera.
@ Macierze lustrzanych odbic.
@ Przemiana wspétrzednych prostokatnych i sferycznych.

@ Dygresja
@ Mate katy

e Podsumowanie
@ Uwagi podsumowujace

Mae przesunigcie Wektorowe transformacie wspoirzednych Dygresia Podsumowanie
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Koncepcja matego przesuniecia: zatozenia

Zatozenia

Kierunek do gwiazdy X(«, 6) ulegt matemu
przesunieciu do punktu X’, odbyto sig to
wzdtuz kota wielkiego taczacego X z punktem
O(a, do)-

tuk OX = 0 a tuk XX’ = do, do jest matym
katem.

Umawiamy sie jeszcze, ze wielko$¢
przesuniecia df opisana jest za pomoca

XX' = d6 = k sing @1)

gdzie k jest statg dodatnig lub ujemna
niezalezng od wtasnosci fizycznych obiektu.

Dla ustalonego k interesujemy sie przesunieciami, ktérych wielko$¢ zalezy
jedynie od katowej odlegtosci obiektu od punktu O.
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Formuty na przyrosty da, dé

Wyprowadzenie (1)

Punkt X" ma wspétrzedne (a + da, § + d9).
Szukamy wyrazen na przyrosty da, dé
odpowiadajace przesunieciu df.

W tym celu, konstruujemy obiekt
geometryczny o znanych wiasnosciach (np.
trojkat), ktérego elementy beda miaty zwigzek
z wielkosciami: da, dd, d6. . ..

Przez X’ poprowadzmy koto mate o biegunie
w P, przecinajgce tuk PX w punkcie U.
Powstat AUXX', poszukamy wyrazen na
niektére jego elementy.
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Formuty na przyrosty da, dé

Boki UX’, UX wyrazimy za Wyprowadzenie (3)

pomoca wielkosci k, 0 W stosunku do promienia sfery, trojkat

opisujacych mate AUXX' jest bardzo maty, stad przyjmujemy go

przesuniecie. za ptaski o kacie prostym w U. W takim
przyblizeniu:

@ jesli OXP = x to UXX’ = 180° — x,
@ a z trygonometrii trjkata ptaskiego:
UX = XX’ cos(180° — x) = —XX' cos x
UX' = XX'sin(180° — x) = XX"sin x
@ przyréwnujac oba rezultaty na UX” i UX,
ktadac XX’ = k sin 6 dostajemy:

cosd da = ksinfsin x

ds = —ksinf cos x )
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Formuty na przyrosty ds wektora potozenia

Zatozenia

Niech:
@ potozenie punktu O wyznacza wersor S,
@ wersor s wyznacza potozenie punktu X,
@ kierunek do X’ opisuje wektor s + ds.

Zgodnie z koncepcjg matego przesuniecia,
ds lezy w ptaszczyznie kota wielkiego OX.

lloczyn wektorowy s x sg jest wektorem o
dtugosci sin 6 skierowanym do punktu L.

Punkt L jest biegunem kota wielkiego OX gdyz
odlegly jest 0 90° zaréwno od O jak i od X.
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Transformacje wsp6trzednych. Wstep.
Uktady wspotrzednych prostokatnych przedstawiamy za pomoca tréjek i, j, k,
ujetych w macierz R = [i, j, k] zwana triada.

Wzajemna ortogonalno$¢ wersoréw i, j, k pociaga ortogonalnosé triady R, co
objawia sie wtasnoécig R"R = I, gdzie | jest macierza jednostkowa.

Sktadowe tego samego wektor a moga by¢ wyznaczone w réznych uktadach
wspotrzednych, czyli wzgledem r6znych triad, np. Ri P:

a aq
a=R| & | =P | a2 (26)
as g

Mnozac (26) lewostronnie przez R” widzimy, ze:

ai aq
Ra=| a | =R'P| a2 (27)
as asg

Zatem transformacja sktadowych [a4, a2, as] w sktadowe [ay, a2, as] moze
byé dokonana za posrednictwem iloczynu macierzy R”P, a transformacja
odwrotna za pomoca PR.
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Formuty na przyrosty do, dé

Wyprowadzenie (2)

Boki UX’, UX wyrazimy za pomoca
wspbtrzednych punktow X i X”:
@ TPX =a, TPX' = a+ da =
UPX' = da,
@ PX' = PU=90°— (6 + d?), stad z
réwnania (2), z doktadnos$cig do wyrazéw
pierwszego rzedu:

UX' = dasin(90° — (0 + do)) =
dacos(d + dd) ~ dacosd

@ drugi bok

UX =dd
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Formuty na przyrost do, dé

Wyprowadzenie (4)
W celu wyeliminowania w (22) katéw 6, x, do
AOPX stosujemy wz6r sinuséw i wzor
piecioelementowy
sin @ sin x = sin(90° — &) sin(a — ap)
sinf cos x = cos(90° — &) sin(90° — &) —
sin(90° — &) cos(90° — &) cos(a — ag)

a po podstawieniu prawych stron tych réwnan
do (22), ostatecznie bedzie:

da = ksecdcos dp sin(a — ag)
dé = k(sin § cos 8o cos(cv — ag) — cOS § sin do)

[ |
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Formuty na przyrost ds wektora potozenia

Wyprowadzenie

Szukamy wektora ds i w tym celu potrzeba
nam zwiazku, w ktérym wystepuje ds. Np.
rézniczkujemy iloczyn s - s = 1

wyznaczaja s i nieznany
wektor ds.

Potozenie punktu X’ ’

s-ds=0 (24)

ds jest wigc prostopadty do s a takze do

S X S, stad ds skierowany jest zgodnie z
kierunkiem wektora s x (s x So) 0 dtugosci
sin .

Wektorowy odpowiednik (23) ma posta¢

ds = ksindds = ksingSX (S X S0) _
sinfg

=ksx(sxsp) (25
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Macierz obrotu wokét osi X (1).

Wyprowadzenie

Interesuje nas przeliczenie wspoétrzednych z
uktadu zdefiniowanego triadg R = [i, j, k] do
uktadu danego triadg R1 = [i, j1, ki]. Poniewaz
& oba uktady réznig sie jedynie o dodatni obrét
o kat 0 wokoét osi i, stad, sktadowe triady Rq
obliczymy za pomoca sktadowych triady R:

cosf

9 i1 =i
6 / : i1 = (cos 0)j + (sinO)k
sn@ ! ki = (—sin6)j + (cos )k
A w postaci dogodnej do umacierzowienia
zapisu:
ir= 1i +0j +0k
ji= 0i +(cosf)j +(sind)k

ki = 0i +(—sinf)j +(cosf)k
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Macierz obrotu wokét osi X (2).

Wyprowadzenie cd

Zatem triade Ry mozemy przedstawi¢ jako iloczyn macierzowy:
1 0 0
Ri = [i1,ji,ki] =R | 0 cosf —sind
0 sind cosd
Poszukiwana transformacja R] R ma posta¢:

1 0 011" 1 0 0
Ri'R=|R| 0 cos§ -—sind -R=| 0 cos# sing

0 sind cosé 0 —sin@ cosd

[ |
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Katy Eulera.

Dwa uktady wspétrzednych zorientowano
wzgledem siebie tak, Zze zadna para osi tych

z

z
" ukfadéw nie jest do siebie wzajemnie
N réwnolegta.
«‘ Jest to najbardziej ogélny przypadek orientacji
2 uktadoéw, okreslonej za pomoca trzech katéw
» ﬁ P R
x '

Eulera:

@ kat 6 zawarty pomiedzy osiami Z i Z; obu
uktadéw,

@ kat ¢ zawarty pomiedzy osig X i liniag ON
przecigcia ptaszczyzn X-Y, Xi-Y; obu
uktadow,

@ kat ¢ pomiedzy osig X; i linia ON, liczony
jako dodatni od linii ON do osi X;.
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Macierze lustrzanych odbié.
Macierz transformacyjna dla uktadéw réznigcych sie jedynie skretnoscia
(przypadek uktadoéw lewo i prawoskretnych) jest macierza modyfikujaca
wytacznie wspodtrzedng Y-owa (lustrzane odbicie wzgledem ptaszczyzny
X — Z), ma ona postac:

1 00
M=|0 -1 0 (32)
0 0 1
Niekiedy korzystnym bedzie zastosowanie macierzy My lustrzanego odbicia

wzgledem ptaszczyzny Y — Z, w wyniku ktérej uzyskamy zmiane znaku
wspétrzednej X-owej.

1.0 0
M=| 0 1 0 (33)
0 0 i
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Dygresja na temat miary matych katéw.
Pomiedzy miarami tego samego kata, radianami i stopniami mamy znane
przyblizone zwigzki:
1 rad = 57°17'45" = 206265" (36)

Radiany wykorzystywane sg w przyblizeniach matych katow, w ktérych
dopuszczalne sg aproksymacje niektérych funkciji trygonometrycznych:

sing ~ 0
cosf ~ 1 (37)
tan6 ~ 0
Z réwnan (36), (37) wynika, ze:
sint” = —1__ (38)
~ 206265”

Wyrazenie to znakomicie nadaje sie do zamiamy radianéw na sekundy tuku.
Np. jesli zapis " oznacza liczbe sekund w matym kacie 6, to

0"

062657 — ¢ SNt

sinf ~ 6 ~
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Macierz obrotu wokoét osi X, Y, Z.

Jesli dwa uktady réznig sie tylko transformacija obrotu wokét osi X o dodatni
kat 6, to wspéirzedne (sktadowe wektora) [xi, y1,z1]” wzgledem uktadu
obréconego uzyskamy ze wspétrzednych [x, y, z]” wzgledem uktadu
nieobréconego za pomoca:

X1 X
[ n } =p(0) [ y } (28)
z z

1 0 0
p(f)=| 0 cos® sinf (29)
0 —sing cos6

Dla uktadéw réznigcych sie obrotami o dodatni kat & wokét osi Yi Z,
odpowiednie macierze transformacyjne q(¢) i r(f) maja postac:

cosf 0 —sind cosf sing 0O
q(0) = 0 1 0|, r)=| —sind cosé O (30)

sin@ 0 cosd 0 0 1
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Transformacja wspétrzednych z wykorzystaniem katéw Eulera.

Definicj

Transformacja wspétrzednych [x, y, z]” we
wspbtrzedne [xi, y1, z1]7, jest zlozeniem
trzech obrotéw

Xi X
[ iz } =r(¥)p()r(¢) { y } (81)

2z z

Jesli mamy do dyspozycji katy Eulera
okreslajace wzajemna orientacje dwoch
uktadéw wspétrzednych kartezjanskich, to
transformacja pomiedzy wspétrzednymi z tych
uktadéw zawsze bedzie miata postac (31).
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Przemiana wspétrzednych prostokatnych i sferycznych.

W celu praktycznego zastosowania formut podanych wyzej musimy
dysponowa¢ wzorami umozliwiajgcymi transformacje wspétrzednych
sferycznych do wspoétrzednych prostokatnych i odwrotnie.

Jesli dane s3 (u, v) potozenia ciata niebieskiego, gdzie u jest wspétrzedng
azymutalng a v jest dopetnieniem do 90° odlegtosci biegunowej, to
odpowiadajace im prostokatne sktadowe wersora potozenia tego ciata
wyliczamy za pomocg wzoréw:

X = COS UCoS vV
y =sinucosv (34)
z=sinv

Zaleznos$ci odwrotne maja postac:

v = arcsinz

u = arctan £ (35)

przy czym w celu ustalenia wtasciwej éwiartki kata u musimy zastosowaé
stosowng procedure normujagca.
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Podsumowanie

@ Sfera niebieska jest pozyteczng koncepcja utatwiajacg wyznaczanie
kierunkéw do ciat niebieskich, badanie zmiennosci tych kierunkéw,
katalogowanie.

Potozenia na sferze mozna wyznaczy¢ za pomoca wektoréw o
skladowych odpowiadajacych triadzie ustalajacej konkretny uktad
wspdirzednych prostokatnych. Sktadowe wektora podane wzgledej
danej triady, za pomocag macierzy obrotu i macierzy odbi¢, mozna
przeliczyé w sktadowe wzgledem innej triady.

Astronomowie lubig korzystaé ze sferycznych uktadéw wspétrzednych, w
ktérych potézenia ciat na sferze podane sg za pomoca dwdch katow +, 6.
Trygonometria sferyczna dostarcza m.in. kilku rodzajéw formut
pozwalajacych na rozwigzywanie szeregu probleméw dotyczacych
tréjkatow sterycznych.

W dalszym toku wyktadu poznamy zjawiska powodujace zmiany potozen
ciat niebieskich. Wielko$¢ tych zmian opiszemy jednolitym aparatem
matematycznym, ktéry okreslilismy mianem - matego przesunigcia.
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