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Precesja L-S fizyczna strona zjawiska

Moment pary sit Fi, F> to efekt
grawitacyjnego oddziatywania Storica i
Ksiezyca na réwnikowe wybrzuszenia
ziemskiej bryty. Wypadkowy $redni
“stoneczny” moment sktadowych tych
sit dazy do ustawienia réwnika Ziemi
w ptaszczyznie ekliptyki.

Moment “ksiezycowy” dazy do ustawienia réwnika w ptaszczyznie orbity
Ksiezyca. Ale orbita Ksiezyca zmienia swoje potozenie wzgledem ekliptyki,
stad w usrednieniu, moment “ksiezycowy” réwniez ustawia réwnik w
ptaszczyznie ekliptyki.
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Precesja L-S (1)

Precesja luni-solarna (L-S) to regularny
ruch bieguna $wiata.

Punkt P — $redni biegun $wiata,

K nieruchomy biegun ekliptyki,

T $redni punkt réwnonocy wiosennej,
wszystkie punkty odpowiadajg tej samej
epoce f.

@ luk KP =¢,

@ gwiazda X ma wspétrzedne (o, §), tuk
PX =90  — 6 kat KPX =90 +a,

@ w ukfadzie ekliptycznym gwiazda ma
wspétrzedne (X, 3), mamy tez
KX=90" —3iPKX=90 — A\
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Precesyjny ruch biegunéw niebieskich

Precesyjny ruch biegunéw to zjawisko
wywotane wptywem czynnikéw zewnetrznych
na wirujgca sptaszczong Ziemie.

S|
-©
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Biegun $redni, réwnik Sredni
C . 2z
A Chwilowa predko$¢ katowa regularnego

Biegun
ekliptyks,

ruchu wirowego Ziemi jest wektorowg
suma statych sktadowych v, 9;, ¢r.

@r = (¢r, 1, 4r)

B Punkty przeciecia kierunku wektora

» chwilowej regularnej predkosci & ze sfera
rowni niebieskg nazywamy srednimi biegunami
figury $wiata danej epoki.

Sprzezone z tymi biegunami koto wielkie
nosi miano $redniego réwnika.

1, — opisuje precesje L-S $rednich
biegundéw $wiata.
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Precesja L-S (2)

Precesja luni-solarna jest dominujgcym
efektem precesyjnym, powoduje ruch
bieguna $wiata wokét bieguna ekliptyki
po kole matym PP’ w czasie okoto
26000 lat. »— roczna precesja w
diugosci.

Roczne tempo tego ruchu wynosi
¥ ~ 50" /rok.

Opis ten jest przyblizeniem gdyz biegun
ekliptyki K nie jest nieruchomy, podlega
precesji planetarnej, ale w krétkich
interwatach czasu (1-2 lata) przyblizenie
to jest uzasadnione.
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Precesja L-S (3)

P’ jest potozeniem bieguna $wiata w
momencie t + 7, kat PKP' = ¢.

Nowy réwnik przebiega przez punkty
U, Vv

T’ jest nowym punktem réwnonocy.
AV PKT = PKT' =90 natomiast tuk

- TY = 7.

W takim ujeciu, réwnonoc porusza sie

po ekliptyce ruchem wstecznym z

jednostajng szybkoscig 1.
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Precesja L-S we wspoétrzednych réwnikowych (1)

Zmiany we wspo6trzednych réwnikowych
sg bardziej ztozone. Dla tréjkata PKX z
wzoru cosinuséw mamy

sind = cosesin 3 + sinecos Bsin A

Poniewaz jedynie ¢ i A sg zmienne, stad
rézniczkujac obie strony réwnania
otrzymamy

cosddd = sinecosFcosAdX  (2)

Stosujac do tréjkata PKX wzér sinuséw
otrzymamy

Cos 3Cos A = COS § COS a. (3)

Mozemy wigc wyeliminowaé wspétrzedne ekliptyczne w (2), a korzystajac z
(1) uzyskamy

dé = y7sinecosa (4)
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Tempo precesji L-S

Roczne tempo precesji L-S mozna opisa¢ w kategoriach dynamiki
Newtonowskiej i matej poprawki relatywistycznej rzedu ~ 0.02", zwanej
precesja geodezyjna. Z ogdlnej teorii wzglednosci wynika bowiem, ze
inercjalny uktad odniesienia w poblizu orbitujacej Ziemi posiada niewielkg
rotacje wzgledem inercjalnego uktadu heliocentrycznego. Rotacja ta wchodzi
do obliczen .

Wartos$¢ ¢ zalezy od szeregu parametréw jak: dynamiczna figura Ziemi,
nachylenie ekliptyki do réwnika, masy oraz elementy orbit Stofica i Ksigzyca.

W szczegdlnosci, v jest wprost proporcjonalne do cos ¢, a poniewaz
nachylenie ekliptyki do réwnika wykazuje drobne zmiany wiekowe (z powodu
preces;ji planetarnej) w konsekwencji i ¢» zmienia swa wartos¢. Z teorii
precesji wynika, ze roczna precesja w dtugosci ekliptycznej

¥ = 5073878 + 070049 T (6)

gdzie T to czas w stuleciach od epoki fundamentalnej J2000,
T = (t—2000)/100.
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Precesja planetarna (2)

Tym razem biegun $wiata P bedzie
nieruchomy, K i T beda biegunem
ekliptyki i rownonoca w pewnej epoce
poczatkowej. K’, T’ beda punktami z
epoki o niewielki interwat = pozniejszej.

"Starg” ekliptyka jest koto UT V, nowa koto
U'T’V'. Dwie ekliptyki przecinaja sie w
punktach N i N, na rysunku pokazano
tylko punkt N.

Ruch ekliptyki mozna sobie wyobrazaé¢
jako jej powolny obrét wokot osi NN'.
Tempo tego ruchu wynosi = = 0”5 na rok.
A zatem tuk TNT' = 77.

Potozenie osi obrotu NN’ okreslone jest przez jej dtugos¢ ekliptyczna N
wzgledem ekliptyki poczatkowej. Stad TN = M. Zauwazmy tez, ze Ni N’ sg
biegunami tuku KK jaki biegun ekliptyki zakresla na sferze niebieskiej.
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Precesja L-S (4)

Zmiany wspétrzednych gwiazdy wywotane
precesja L-S sg nieskomplikowane w
uktadzie wspoétrzednych ekliptycznych.
Skoro zatozyliémy, Zze biegun ekliptyki K
jest nieruchomy, stad z powodu preces;ji
L-S nie mamy zadnych zmian szeroko$ci
ekliptycznej gwiazdy.

Z drugiej strony punkt T przemieszcza sie
o 17 wzdtuz ekliptyki, czyli z powodu
precesji L-S dtugos¢ ekliptyczna
wszystkich gwiazd zwigksza sie o tg sama

wartos¢.
Zatem
dX =y )
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Precesja L-S we wspotrzednych réwnikowych (2)

Zmiane w rektascensji otrzymamy
rézniczkujgc réwnanie (3).

Eliminacii sinuséw i cosinuséw katow A, 3
dokona¢ mozna stosujac do trojkata PKX
stosowny wzdr pigcioelementowy i
dodatkowo réwnania (1) i (4).

Ostatecznie otrzymamy

da =yY7(cose +sinesinatand) (5)

Réwnania (4) i (5) okreslaja jedynie
przyblizone precesyjne zmiany w « i 4,
dlatego ich stosowalnos$¢ ograniczona jest
do interwatéw rzedu jednego roku.
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Precesja planetarna (1)

Planety wywieraja zaniedbywalny wptyw
na potozenie osi rotacji Ziemi. Jednakze
perturbacje od planet wyraznie wptywaja
na heliocentryczng orbite Ziemi. Elementy
orbity Ziemi zmieniajg sie w czasie, w
szczegdblnosci zmian doznaje potozenie
ptaszczyzny orbity.

Ekliptyka zdefiniowana jest jako rezultat
usrednienia ptaszczyzny orbitalnej
barycentrum uktadu Ziemia-Ksigzyc. Jako
taka nie podlega wptywom
krotkookresowym, a jedynie wiekowym.

Wynikajgce stad zmiany uktadu odniesienia, zmiany precesyjne, nazywane
precesja planetarna, z definicji nie zawieraja zadnych cztonéw nutacyjnych.
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Precesja planetarna (3)

Na («, 6) precesja planetarna wptywa w
bardzo prosty sposéb. Skoro biegun P
jest teraz nieruchomy to dé = 0.

Réwnonoc przemieszcza sie po tuku T’
o kat \'7. )\’ zwana jest roczng precesja
planetarng w rektascensji. Zatem w
efekcie precesji planetarnej

da=-\T1
ds=0 M

Parametr \" daje sie wyznaczy¢ z trojkata
sferycznego TT’'N.
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Precesja planetarna wptyw w X, 5 (1)

Jak widzimy:
@ TN=MTT =X,
v @ TNYT =77, NTY =¢,
o
0 @ TT'N=180 — (c+ de).
Ze wzoru sinuséw mamy
k'S T Eudy
sinMsin(r7) = sin(\'7) sin(e + de)
Dla 7 dostatecznie matego, sin(n7) ~ w7,
sin(\'7) ~ X'7 oraz sin (¢ + dz) ~ sine,
woéwczas bedzie
X =rsinMcsce (8)
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Precesja planetarna wptyw w X, 5 (3)

Z tréjkata sferycznego KPX wyprowadzimy
wzory na zmiany wspoétrzednych (X, )
wywotane precesja planetarna.

Zmiany te musza by¢ wyrazone w postaci rézniczek np. d3, zatem potrzeba
nam wyrazenia postaci sin3 = ... lub cos 3 = .... W tréjkacie KPX ze wzoru
cosinus6w mamy

sin 3 = cosesind — sinecosdsina
Rézniczkujac to réwnanie dostaniemy

cos 3 dB = —(sindsine + cose cosdsina)de — sinecosdcosa da  (10)
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Precesja planetarna wptyw w X, 5 (5)

Podstawiajac te wyrazenia do réwnania (10) na cos 3d3 dostaniemy

cos 3df = —(sinesinfcose + sin?e cos Bsin A —
cosesinesin g + cos 8 cos?esin A)de —
(=X\'7)sinecos Bcos A

Po obustronnym podzieleniu przez cos , redukcji podobnych wyrazéw,
zastosowaniu wzoru jedynkowego otrzymamy

dB = —sin\de + X'Tsinecos .

Korzystajac z rownan (8) i (9), po paru przeksztatceniach przekonamy sie, ze

dB = rrsin(l —A) (11)
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Precesja planetarna wptyw w X, 5 (7)

d\ =nT {sin Mtang - ;ﬂ —tan Bcot Asin(M — \) — cote sin I‘I]

w kroku nastepnym otwieramy sin(I — \) i z pierwszych dwéch sktadnikéw
wytgczamy przed nawias tan 8

d\ =nm7 [tanﬂ (sin n. s”:—)\ — sinTlcot Acos A + cos M cot Asin A) -
cotesinM]
po wytgczeniu sin N z dwéch pierwszych wyrazéw w nawiasach okragtych

—cos® A

d\ =nT {tanﬁ (sinIT ! Sy +cos|‘|cosA) —sinl'lcots]

czyli
d\ = w7 [tan B (sin Msin A + cos M cos \) — sin M cote]
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Precesja planetarna wptyw w A, 3 (2)

Wyznaczymy teraz zmiane nachylenia de
ekliptyki do réwnika. Stosujac do tréjkata
TT'N wzér cztero-elementowy otrzymamy

0 T Ede cosecos(\'7) = sin(\'7) cotM+sine cot(e+de)
e

Po przemnozeniu przez sin(e + de)
sin(e + de) cos e cos(A\'r) — cos(e + de) sine = sin(\'7) cotMsin(e + de)

Stosujac przyblizenia matych katéw cos(\'7) ~ 1, sin(\'7) = AT,
wykorzystajac w lewej stronie tozsamo$¢ dotyczaca sinusa sumy dwdch
katéw, korzystujac jeszcze z réwnania (8) otrzymamy

sin(e + de)

sindes = w7 cos -
sine

Przy zatozeniach: sin de = de oraz sin(e + de) ~ sine dostaniemy

de = wrcosn 9)
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Precesja planetarna wptyw w A, 3 (4)

Aktualnie "pracujemy"we wspétrzednych
ekliptycznych dlatego trzeba wyeliminowaé
stad wspdtrzedne réwnikowe. | tak, za
pomoca réwnan (3) i (7) pozbywamy sie
wyrazenia cos 6 cos a da, a ze wzoru
cosinusow zastosowanego do boku (90° — 4)
w tréjkacie PKX usuniemy sind:

sind = sin S cose + cos 3sinesin A

wreszcie, pozostajac w tréjkacie PKX i postugujac sie wzorem 5-cio
elementowym, wyrugujemy cos 4 sin a

sin(90° —4§) cos(90° +a) = cos(90° — 3) sine —sin(90° — 3) cos e cos(90° — X)

czyli
cosdsina = —sinfsine + cos fcosesin A
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Precesja planetarna wptyw w A, 5 (6)

Wyrazenie na d\ otrzymamy rézniczkujac réwnanie (3)

cos 3sin \d\ = cos d sina da — sin B3cos Ad3
Czynnik cos 6 sin « juz wiemy jak wyeliminowaé, mamy tez, ze da = —\'r.
Z kolei (—\') mozna zastgpi¢ prawa strong réwnania (8), natomiast zamiast

dS mozemy wzig¢ prawa strong réwnania (11) — po podstawieniach

cos 3sinAd\ = (—sin3sine + cos Bcosesin\) - (—wrsin - ﬂ) -

sinBcos A - 7 sin(M — A)

Po wymnozeniu wyrazen w nawiasach, obustronnym podzieleniu przez
cos 3sin A, mamy

a\ = ﬂsi:w\ sinMtan 8 — w7 cote sin M — 77 tan S cot Asin(M — A)

d\ =77 |sinMtanf - 1 —tanBcotAsin(M — ) — cotesinM

sin A
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Precesja planetarna wptyw w A, 5 (8)

a dalej mamy
d\ = wrftan Scos(M — ) — sin M cote]

Ostatecznie, wptyw precesji planetarnej
na wspbtrzedne ekliptyczne gwiazd
wyraza sie wzorami

d\ = —\r1cose + mrtan Bcos(M — A)
dp =nmrsin(l—X\)

(12)
Na rysunku kat N naniesiono jako kat ostry (prostszy rysunek). Tymczasem

w rzeczywistosci punkt N lezy w poblizu punktu réwnonocy jesiennej oraz

N~ 175°.

Uproszczenie nie ma wptywu na wyprowadzone wyzej rezultaty. Jedynie
zmiany nachylenia ekliptyki do réwnika sa inne niz mozna by wnioskowa¢ z
rysunku. Aktualnie, nachylenie to w miare uptywu czasu maleje.
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Precesja planetarna, parametry \', 7,

Roczne tempo )\’ precesji planetarnej wyrazone jest za pomoca parametréw
« i M. Oba parametry nie sg statymi absolutnymi. Ich wartosci dane sa

wzorami:
N = 1748764 + 0°9137T
= 074700 — 07007T

gdzie T — to czas liczony w stuleciach od epoki J2000.

(13)

Parametr \’ (roczna zmiana w rektascensji z powodu precesji planetarnej)
oraz ¢ (nachylenie ekliptyki do réwnika) z wystarczajaca doktadnoscia daja
sie policzy¢ z formut

X' =071055 — 070189T

e =23°26'21745 — 46”81T (14)
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Precesja ogélnaw a,d i A, 8
Wprowadzajac nowe state precesyjne
m:@gosa—/\ (16)
n=a1sine
zamiast réwnan (15) mamy
da = mr + nrsinatand 17)

dé = nrcosa

State m i n nazywane sa roczng perecesja w rektascensji i deklinacji,
odpowiednio.

Podobnie dla wspdtrzednych (), 3), taczac réwnania (1) i (12) dostaniemy

dX\ = pr+wrtanBcos (M —A)

. 18
dp =mrsin(M—X\) (18)
gdzie p — jest roczna precesjg ogolng (w dtugosci ekliptycznej).
p=1v—\cose (19)
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Precesja ogdlna, podejscie Sciste (1)

Obserwacje wykonane w odlegtych od
siebie momentach czasu musza by¢
sprowadzane do wspélnego uktadu
odniesienia za pomocg innych formut
anizeli (17), (18).

Podamy tego typu transformacije
dotyczaca wspoétrzednych réwnikowych tej
samej gwiazdy, z epoki t do epoki
standardowej fo.

Punkty P, i To 0znaczaja biegun $wiata i
punkt réwnonocy z epoki f. Rownik dla tej
epoki jest kotem wielkim Up T, Vo. W
epoce ) gwiazda ma wspétrzedne (ao, do).

Niech P bedzie potozeniem bieguna $wiata w epoce t. tuk PyP = 04, jest
tukiem kota wielkiego, ale nie reprezentuje on trajektorii po jakiej przesuwat
sie biegun P, fuk ten jedynie jest jej dos¢ bliski.
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Precesja ogdlna, podejscie Sciste (3)

Oznaczmy przez («, §) wspétrzedne
gwiazdy X wzgledem nowego réwnika i
réwnonocy. Mamy « = TPX, co pocigga
PoPX = 180° — (a — z4) oraz
PX =90° — 6.
Ustaliliémy pie¢ elementéw trojkata
sferycznego Py PX:

@ PyP =0a, PoX =90° — &,

@ PPy X =a+ (s, PX=90° -6,

@ PoPX =180° — (o — za).

Mozemy teraz powiazac ze soba wspoétrzedne (ao, do) z epoki ) ze
wsp6irzednymi («, §) z epoki t. W podanych formutach beda tkwity parametry
katowe 04, Ca, Za.
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Precesja ogdlna

Podejscie stosowane do opisu precesji planetarnej jest przyblizeniem.
Przyjeto w nim, ze réwnik niebieski jest nieruchomy, ignorujac fakt jego ruchu
w efekcie precesji luni-solarnej. Jednak przyblizenie to daje pozyteczne
rezultaty.

Precesja taczna — tzw. precesja ogélna — wynikajaca ze zmian potozenia
zaréwno réwnika jak i ekliptyki moze by¢ traktowana jako superpozycja
precesji luni-solarnej i planetarnej. Zasada superpozycji bedzie jednak
wazna jedynie w niewielkim interwale czasu 7.
Rozwazmy precesje ogding we wspétrzednych («, §) gwiazdy. Dodajac
réwnania (4) i (5) do réwnan (7) otrzymamy

da = ¢r(cose + sinesinatan§) — \'r

dé =yrsinecosa+0 (19)
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State precesji ogéinej

State m, n, p nie sg statymi absolutnymi bowiem doznajg zmian wiekowych.
Na podstawie formut podanych wczesniej mozna napisaé:

p=50/2910 + 0/0222T (20)

m = 3:07496 + 0200186 T
n = 133621 — 0:00057 T = 2070431 — 070085T

gdzie T — interwat czasu liczony w stuleciach od epoki J2000.

(21
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Precesja ogdlna, podejscie Sciste (2)

Ruch bieguna P, przynajmniej na
poczatku, odbywat sie wzdtuz kota
wielkiego Py To. W konsekwenciji kat
PPy T bedzie matym katem, dazgcym do
zera gdy (t — t) dazy do zera.
Oznaczamy go przez ¢a.

W epoce poczatkowej rektascensja

ap = ToPoX aw tréjkacie PP, X mamy, ze
PPy X = ag + Ca 0raz Py X = 90° — &.

Niech UT V bedzie réwnikiem w epoce t,
T bedzie nowg réwnonoca. Z powodu, dla
ktérych kat PPy T uwaza¢ mozna za
maly, kat T PP, bedzie bliski 180°. Mamy
zatem, ze TPPy = 180° + za.

Oba katy Ca, za — sa to mate katy
dodatnie, a w interwale czasu (t — t) sa
one identyczne co do rzedu pierwszego.
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Precesja ogdlna, podejscie Sciste (4)

Za pomocg wzoréw 5-cio elementowego, wzoru sinuséw i wzoru cosinuséw,
odpowiednio, mamy

€0s § coS(a — Za) = €OS 04 COS &y CoS(ag + (a) — Sin B4 sin &y
cos § sin(a — za) = cos do sin(ao + ¢a) (22)
sind = sin 6 cos dp cos(ag + ¢a) + €os B4 sin &y

oraz wzory odwrotne
€0s dg cos(a + Ca) = COS B4 COS & cos(a — za) + sinBasin §
cos dg sin(ap + (a) = cos dsin(a — za) (23)
sindo = —sinfs cos 6 cos(a — za) + cos Basin§

Wzory (22) i (23) sa Sciste, nie dokonali$my w trakcie ich wyprowadzania
zadnych zalozen upraszczajacych.
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Precesja ogdlna, katy Newcomba-Andoyera

By zastosowaé wzory (22), (23) potrzebne sg wartosci katéw (a, za, 04, te zas
mozna uzyskac z teorii precesji ziemskiej osi obrotu.

W praktyce sg one obliczane za pomoca szeregéw potegowych interwatu
czasu (t — t), o wyrazach do trzeciego rzedu wigcznie. Wspdtczynniki
szeregOw rdznig sie nieco od epoki do epoki. Dla epoki J2000 mamy formuty

Ca = 0°6406161T + 020000839 T2 -+ 0°0000050 T°
z4 = 0°6406161T + 0°0003041 T2 + 0°0000051 T° (24)
04 = 0°5567530T — 0°0001185T2 — 020000116 T°

gdzie T jest interwatem (t — f) wyrazonym w stuleciach julianskich (Stulecie
julianskie liczy 36525 dni).

Katy precesyjne (a, za, 04 (Newcomba-Andoyera) definiujg w petni potozenie
bieguna P i punkt réwnonocy T wzgledem ich potozen poczatkowych. Mozna
za ich pomocg obliczy¢ zmiany precesyjne wspétrzednych réwnikowych ciat
niebieskich.

Ale znajomos¢ tych katéw nie wystarcza do wyznaczenia odpowiednich
zmian we wsp6trzednych ekliptycznych.

Precesja LS Precesia planetarna Precesja ogolna Precesja - $cisle
000 00000080

0000000000 000000000000

Precesja ogélna, macierz precesji (1)

% Wzory (22), (23) mozna zastapi¢
podejéciem wektorowym, transformacje
pomiedzy uktadami z réznych epok
sprowadzajg sig do transformacji obrotu.

Petna transformacja jest superpozycja
trzech obrotéw:

% @ wokot poczatkowej osi Z o kat —(a,
@ wokot powstatej osi Y o kat 64,
@ wokot powstatej osi Z o kat —za.

Po ztozeniu tych obrotéw biegun P, przejdzie w biegun P, Ty T.
Petna macierz precesji z epoki t, do epoki t ma posta¢
P = r(—=2a)q(0a)r(—Ca) (26)

gdzie q, r sa macierzami obrotu wokét osi Y i osi Z odpowiednio.
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Nutacja ziemskiej osi — efekt oddziatywania Stonca i Ksiezyca

Teoria precesiji i nutacji to bardzo ztozona teoria wykraczajaca poza ramy
naszego wyktadu. Podamy jedynie pewne uzyteczne komentarze ilustrujgce
podstawowe aspekty zagadnienia.

Ruch bieguna $wiata rozdzielamy na regularng precesje L-S i okresowag
nutacje. Nutacja obejmuje wszystkie okresowe sktadowe zmian w potozeniu
prawdziwego bieguna wzgledem potozenia $redniego bieguna.

.~ Przyczyna preces;ji i nutacji jest moment
"/ skrecajgcy pary sit usitujgcy ustawic
ptaszczyzne réwnika ziemskiego w
ptaszczyznie ekliptyki. Gtéwna role grajg
tu grawitacyjne oddziatywania pomigdzy
Ziemig, Ksiezycem i Stoncem.

Nutacja (18.6 lat) /

Chwilowa o0$ obrotu

Precsja L-S to regularny ruch éredniego
_ bieguna $wiata wokét nieruchomego
Precesja.. % . . . .
(~26 tys. lat) Fi\ bieguna ekliptyki. Interesuje nas skad
biorg sie okresowe wyrazy nutacyjne?
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Precesja ogdlna, wspétrzedne ekliptyczne

W epoce ty, biegun ekliptyki Ko lezy
gdzie$ na kole wielkim Py Uy prostopadtym
do kota ToPo.

Podobnie mozna powiedzie¢ o biegunie
K, ale nic wigcej.

Aby okresli¢ potozenie bieguna ekliptyki
dokfadnie, trzeba zna¢ nachylenie
ekliptyki do réwnika.

Podamy za teorig precesji, ze nachylenie ekliptyki do réwnika wynosi
e = 23°26'217448 — 46"'815T — 07001 T2 + 0/002T° (25)

gdzie T — interwat w juliafiskich stuleciach od epoki J2000.
Wspéirzedne ekliptyczne (A, 5) na epoke t mozna wigc obliczy¢ ze
wspbtrzednych (o, ) dokonujac odpowiedniej transformacji obrotu o kat «.
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Precesja ogdlna, macierz preces;ji (2)

Transformacja wersora s, potozenia ciata
z epoki ty w wersor s z epoki t ma postaé

s =Psg (27)
Transformacja odwrotna

so=P's (28)

Wobec ortogonalno$ci macierzy obrotéw q i r mamy

P~ =PT =r(¢a)a(~0)r(24)

a zatem
.
so=P's (29)
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© Nutacja
@ Przyczyny ruchu nutacyjnego
@ Wplyw Storica
@ Wplyw Ksiezyca

e Whptyw nutacji na wspoétrzedne
@ Nutacjaw «,d

e Podej$cie wektorowe
@ Nutacjaw «,d
@ Precesja i nutacjaw «, ¢
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Moment sit dziatajgcy na bryte ziemska

Moment sit czyli wektor k z powodu
symetrii rozwazanego zagadnienia jest
prostopadty do linii Ziemia-Stonce oraz do
chwilowej osi obrotu Ziemi.

Stonce ma wspétrzedne (as, ds), stad k
lezy w ptaszczyznie réwnika i jest
skierowany ku punktowi 0 cs — 90°.

Z teorii wirowania doskonale sztywnej
Ziemi wynika, ze dtugos¢ |k| wektora
momentu sit jest proporcjonalna do sin 24s. Zatem moment sit k ma charakter
okresowy i np. w warunkach réwnonocy znika.

W ukfadzie wspdtrzednych réwnikowych

k = ko sin 2ds[cos (as — 90°), sin (as — 90°), 0]

k = 2ko sin ds[sin as €os Js, — COS ais COS Js, 0] (30)
gdzie ko oznacza stafa.
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k we wspotrzednych ekliptycznych (1) k we wspoétrzednych ekliptycznych (2)

N jest weziem wstepujacym orbity
Ksigzyca na ekliptyce, M jest weztem
wstepujacym tej orbity na réwniku.

S oznacza Stonce, TNM =i, TN = Q,
NTYM = e.

Zaktadamy ruch Ziemi po orbicie kotowej
oraz s = 0 ,wéwczas TS = \s = L,
gdzie L — oznacza $rednig dtugo$¢
Storica w orbicie.

Ktadac zwiazki (31) do (30) dostaniemy
k = 2ko sin Lsine[sin Lcose, — cos L, 0]
adalej

k = ko sine[cos (1 — cos2L), —sin 2L, 0]
(32)

W rezultacie na wspétrzedne Storica (as, ds) mamy wyrazenia Wektor momentu pedu ruchu wirowego Ziemi jest skierowany ku punktowi P,
czyli ku chwilowemu biegunowi $wiata.

COS s COS 05 = COS L

sinds = sinLsine (31)
sinascos s = sinLcose

Moment skrecajacy k jest prostopadty do kierunku chwilowej osi obrotu Ziemi
i dlatego nie moze zmieni¢ dtugo$ci wektora momentu pedu Ziemi. Moze
jednak zmieni¢ jego kierunek, a wiec potozenie bieguna P.
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Zmiany potozenia chwilowego bieguna $wiata (1) Zmiany potozenia chwilowego bieguna $wiata (2)

Woéwczas, jako ze mamy do czynienia z
drobnymi ruchami, zmiany sktadowych
wektora s beda proporcjonalne do
sktadowych wektora k, a stad

By dyskutowaé zmiany potozenia bieguna
P, dobrym pociggnigeciem jest postuzenie
sig uktadem wspétrzednych okreslonym w
oparciu o jakie$ wybrane, ustalone
potozenie bieguna. dx = kpcosesine[1 — cos2L] - dt

Niech wersor s(x, y, z) bedzie okre$lat dy = kocosetane[—sin2L] - dt

potozenie bieguna na sferze, wzgledem dz=0-adt
osi réwnikowych, okre$lonych za pomoca
$redniego bieguna i Sredniej réownonocy z
epoki poczatkowej, kiedy dtugos$¢ Stonca albo dla skiadowej x
L=0.
dx = = ydt — 1y cos2L - dt

sine

xcsce =Yt — 0.5 1 (%) ~sin2L

gdzie v1 = ko cos ¢ jest stalg zalezng m.in. od nachylenia ekliptyki do
réwnika.
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Zmiany potozenia chwilowego bieguna $wiata — wptyw Stonca (1) Zmiany potozenia chwilowego bieguna $wiata — wptyw Storica(2)

Po scatkowaniu wszystkich sktadowych mamy, ze po uptywie czasu t od
momentu odpowiadajacego potozeniu poczatkowemu, wspoétrzedne bieguna
w przyblizeniu wynosza

xcsce = gyt — 0.5y (%) sin2L
y =05y tane(%) " cos2L (33)
z=1
Wyrazenie x csce jest przemieszczeniem bieguna w diugosci, y natomiast
opisuje przyrost w nachyleniu ekliptyki do réwnika.

W réwnaniach (33) mozna wyr6znié rézne cztony, liniowy ze wzgledu na czas
wyraz v stanowigcy przyczynek od precesji stonecznej (stanowi on okoto 1/3
wplywu) oraz dwa wyrazy nutacyjne, jeden w diugosci, drugi w nachyleniu.

Oba cztony nutacyjne maja okres pétroczny.

Nutacja Wplyw nutacji na wspélrzedne Podejécie wektorowe
Woptyw nutacyjny Ksiezyca

Podobnych rozwazan mozna dokona¢ dla
Ksiezyca. Korzystajac z rezultatow
uzyskanych w przypadku Stonca, wektor
k' — czyli moment skrecajacy
pochodzacy od Ksiezyca ma sktadowe

k' = ko' sin [[cos I(1—cos2L"), —sin2L’,0]

(34)
gdzie / nachylenie orbity Ksiezyca do
rownika, L’ jest katowa odlegtoscia
Ksigzyca od punktu M.

Réwnanie (34) okresla sktadowe momentu sit pochodzacego od Ksigzyca w
ukfadzie zwigzanym z ptaszczyzna orbity Ksiezyca. Co oznacza, ze uktad
wspotrzednych (x’, y’, z') w jakim wyrazono sktadowe wektora k' nie jest
standardowym uktadem réwnikowym. Wprawdzie o$ z tego uktadu jest
skierowana na biegun $wiata, ale 0$ x skierowana jest do punktu M a nie do
punktu réwnonocy T.

W réwnaniu (33) mogtyby sie pojawi¢ dalsze wyrazy pochodzenia czysto
stonecznego. Pojawig sie one jesli do odpowiednich formut wprowadzimy
roczne zmiany odlegtosci Ziemi od Stofica czyli po uwzglednieniu mimosrodu
orbity Ziemi np. do wyrazéw rzedu pierwszego.

Woéwczas w wyniku sprzezen z wyrazem precesyjnym powstang nowe
wyrazy nutacyjne o okresie jednego roku. A wskutek sprzezen z istniejacymi
juz cztonami nutacyjnymi, powstang dodatkowe dwa cztony nutacyjne o
okresach roku i czterech miesiecy, itd.

Zatem, moment skrecajacy k, ktorego zrédtem jest jedynie grawitacja Storica,
nie generuje dominujacego wyrazu nutacyjnego o okresie 18.6 lat i
amplitudzie 17” jaki obserwujemy badajac zmienno$¢ wspdtrzednych gwiazd.
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Zmiany potozenia chwilowego bieguna — wptyw Ksigzyca

k' = ko' sin /[cos /(1 — cos2L"), —sin2L’, 0]

Réwnanie to mozemy potraktowac¢ tak jak réwnanie (32).
Po scatkowaniu sktadowych (dx’, dy’, dz') otrzymamy, ze po uplywie czasu t
od momentu poczatkowego, wspétrzedne bieguna w przyblizeniu wyniosg

1
x'cscl =it —0.5- ] (%) sin2L’
-1
y' = 0.5¢} tan I("d—ﬁ) cos2L’
zZ' =1

(35)

Mamy tu wyraz quasi-precesyjny v); = kg cos / oraz dwa wyrazy nutacyjne o
okresach réwnych potowie miesigca ksiezycowego, okoto 14 dni.

Jednak nie sg to najwigksze wyrazy nutacyjne. Sg one miejsze od gtéwnych
wyrazéw stonecznych, mimo iz k; = 2ko. Przyczyna jest czynnik (dL’/dt)~",
ktéry jest blisko 12 razy mniejszy od jego stonecznego odpowiednika.
Okazuije sig, ze gléwne wyrazy nutacyjne ruchu bieguna $wiata tkwig w tym
co okreslono wyzej jako czton quasi-precesyjny ;. Wyjasnimy to nieco
szerzej.
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Woptyw nutacyjny sktadowej ksiezycowej ¢ (1)

Wezet N $redniej orbity Ksiezyca porusza
sie po ekliptyce ruchem wstecznym z
okresem 18.6 lat. Dlatego kierunek osi x’,
(punkt M), nie jest staty, oscyluje wokét
kierunku $redniego.

Poniewaz nachylenie i orbity Ksiezyca do
ekliptyki jest nieduze (~ 5°), nieduzy
bedzie zakres tych oscylacji. W
konsekwencji, wzgledem uktadu
rownikowego, sktadowa v - sin / wektora
k' wykazuje zmiany zaréwno co do
wielkosci jak i kierunku.

Wzgledem osi standardowego réwnikowego uktadu odniesienia sktadowa ta
(wektor kp) wynosi

kp = 0.5 - kg sin2/(cos TM, sin TM, 0) (36)
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Woptyw nutacyjny sktadowej ksiezycowej ¢} (3)

Ostatnie réwnanie, z doktadnosciag do wyrazéw I-rzedu przyjmie postac¢
I=ec+icosQ (39)

Ktadac otrzymane wyrazenia na sinTM, cosTM oraz | do réwnania (36)
otrzymamy
kp = 0.5 kysin[2(c + icos Q)] [1,isinQcsce, 0]
kp = Ko sin ( + icos Q) cos (¢ + icos Q) [1, i sinQcsce, 0]
kp = Ko[(sin e cos (icos Q) + cos e sin (icos Q)) -
(cosecos (icos ) — sinesin (icos Q))][1,isinQcsce, 0]
Poniewaz i cos Q2 sg wielko$ciami matymi pierwszego rzedu, mozemy

potozy¢ cos (icos2) & 1 oraz sin (icos Q) = i cos Q. Odrzucajac jeszcze
wyrazy drugiego rzedu ze wzgledu na (i cos ), uzyskamy

kp = ky(sinecose + icos Qcos 2¢) [1,isinQcsce, 0] (40)
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Konczymy dyskusje przebiegu zjawiska nutacji. To co powiedziano wyzej
miato na celu ukazanie w jaki sposéb powstaja najwazniejsze cztony
precesyjne i nutacyjne.

Petna teoria precesji i nutacji jest bardzo skomplikowana i wykracza poza
ramy podstawowego kursu astronomii sferyczne;.

Jeszcze nie tak dawno teoria nutacji oparta byta na modelu sztywnej Ziemi.
Roéwnania (33) i (41) odpowiadajg takiemu wiasnie podejsciu.

W roku 1980 opublikowano nowg teorie nutacii, ktérg w dwa lata p6zniej
zaaprobowata MUA. Teoria ta oparta jest na bardziej realistycznym modelu
Ziemi, modelu elastycznym osiowo niesymetrycznym. Jest to tzw. petna
teoria nutacji zawierajaca po 106 wyrazéw zaréwno w diugosci jak i w
nachyleniu.

W tej teorii przemieszczenie bieguna $wiata w dtugosci oznaczono przez A,
przemieszczenie prostopadte do niego przez Ae. Przemieszczenia te
nazwano nutacjg w diugoséci i nutacjg w nachyleniu, odpowiednio. W naszej
poprzedniej notacji odpowiadajg one sktadowym xcsce i y.
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W teorii z 1980 roku gtéwne cztony nutacyjne dyskutowane w tym rozdziale
dane sg formutami :

—17//1996 sin Q — 173187 sin (2F — 2D + 2Q) — 072274 sin (2F + 2Q) + 072062 sin (2Q)

/2025 cos Q -+ 0''5736 cos (2F — 2D + 2Q) + 070977 cos (2F + 2Q) — 070895 cos (2Q)
(43)

Wspdtczynniki 1771996 oraz 972025, niekiedy nazywane sg statymi nutacji.

Ich warto$ci jak i pozostatych wspotczynnikéw w réwnaniu (43) odpowiadaja

epoce J2000.0 .

Niekiedy wygodnym jest podziat na diugo i krétkookresowe cztony nutacyjne.
Wyrazy diugookresowe sa to wyrazy niezalezne od $redniej diugosci L
Ksiezyca, wszystkie te wyrazy majg okresy wigksze od 90 dni.

Poéréd wyrazéw krétkookresowych nie ma ani jednego o okresie wigkszym
od 35 dni. Zsumowane wyrazy krétkookresowe oznaczane sg przez di i de.
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Woptyw nutacyjny sktadowej ksiezycowej ¢} (2)

Oszacujemy sktadowe kp z doktadnosciag
do wyrazéw I|-rzedu kata nachylenia /. W
tréjkacie TMN ze wzoru sinuséw

sinTM sin/ =sinQ sini (37)

Przyjmujemy, ze ¢ ~ [ oraz cos TM ~ 1,
dlatego z wystarczajaca doktadnoscia

bedzie
sinTM =i-sinQcsce
cosTM =1 (38)
Z tréjkata TMN i wzoru czterocze$ciowego mozna otrzymaé
cos TM cose =sin TM cotQ + sine cot/
Wykorzystujac (37) i przyblizenie cos TM ~ 1 mamy
cose =sinj sinQcsc/cotQ + sinecot/
sin/cose — sinecos / = sinj cosQ
sin(/—e) =sini cosQ
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Woptyw nutacyjny sktadowej ksiezycowej «; (4)

Kp = ky[sinecose + icos Qcos 2¢, isinQcose, 0]

Réwnanie to mozemy potraktowac tak jak rownania (32), (34) Catkujac
zmiany dx, dy, dz potozenia bieguna powodowane momentem kp otrzymamy
sktadowe przemieszczenia bieguna wzgledem jego potozenia poczatkowego

xcsce =y - t+2i ¢ cot2e(2) " sinQ
y=—ip} (%) cos Q (41)
z=1

gdzie Y jest statg tak dobrang by reprezentowata wyraz precesyjny w
diugosci. Tym razem sktadowe x, y, z wyrazone sg w uktadzie wspotrzednych
réwnikowych.

W (41) mozna zidentyfikowa¢ ksiezycowy czton precesyijny jak i ksiezycowe
wyrazy nutacyjne w diugoéci i nachyleniu, ale tutaj majg one okresy 18.6 lat.
Sa to najwieksze cztony nutacyjne, ~ 10 razy wigksze od 6-cio miesiecznych
cztondw stonecznych, ktére jesli chodzi o amplitude sa zaraz na drugim
miejscu.
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Petna teoria nutacji podaje formuty na A+ i Ae w formie szeregéw postaci

Aty = 1% Gisin (gL + bl + ciF + diD + &)

42
< = S Ccos (L + bil’ + GF + D+ Q) (“2)

gdzie a;, b;, ¢, d;, e sa liczbami catkowitymi, S;, C; to wspoétczynniki
amplitudowe poszczegélnych czlonéw nutacyjnych podane w formie tabel
(Seidelmann 1992), natomiast
o [ to $rednia diugos$¢ Ksiezyca minus $rednia diugo$¢ perigeum orbity
Ksiezyca,
@ L' to $rednia dtugos¢ Stonca minus $rednia diugo$¢ preigeum orbity
Stonca,
@ F jest srednig dtugoscia Ksiezyca pomniejszong o $rednig diugo$¢
wezta orbity Ksiezyca,
@ D jest $rednig diugoscig Ksiezyca minus $rednia diugo$é Stonca, czyli
$rednig elongacja Ksiezyca od Stonca,
@ Q to dlugosc¢ $redniego wstepujacego wezta orbity Ksiezyca na ekliptyce
mierzong od punktu réwnonocy daty.
Wszystkie parametry L, L', F, D, Q zmieniajg sie w czasie (Seidelmann 1992).
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Nutacja a nachylenie ekliptyki do réwnika

Potozenia punktow P, P', K, X
odpowiadaja pewnej dacie JD.

P to $redni biegun $wiata, P’ biegun
prawdziwy, przesuniety wzgledem P
wzdtuz tuku KP o kat Ae.

X to gwiazda o (X, 3) lub (v, 9).

K to biegun ekliptyki daty JD, jego katowa
odlegto$¢ od P wynosi e — nachylenie
ekliptyki do $redniego réwnika daty JD.

Kat £ oznacza nachylenie ekliptyki do prawdziwego réwnika na moment JD.
Wielkosci te dane sg formutami (Seidelmann 1992)

g0 = 23°26'217448 — 4678150 T — 0700059 T2 + 07001813 T°

e=¢c0+ Ae
T = (JD — 2451545.0) /36525
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Nutacja we wspétrzednych sferycznych

W przypadku wspétrzednych ekliptycznych wptywy nutacyjne przejawiaja sie
bardzo prosto: do poprawionej na precesje luni-solarng dtugosci ekliptycznej
nalezy doda¢ Ay — nutacje w ditugosci, szerokos$¢ ekliptyczna nie ulega z
powodu nutacji zadnym zmianom.

Inaczej ma sie rzecz w przypadku wsp6trzednych réwnikowych.
Wptyw Ay mozna wydedukowaé natychmiast z réwnan (4) i (5), mianowicie

da = Ap(coseg + singg sina tand)

dé = Aysingy cos a (44)

Whptywem Aes — nutacji w nachyleniu na «, 6 musimy zaja¢ sie dodatkowo.

Nutacja Wplyw nutacji na wspdirzedne Podejécie wektorowe
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Nutacja Ae w rektascensji i deklinacji (2)

Nawias w (46) eliminujemy za pomoca
wzoru 5-cio elementowego

—cosdsina = sin 3singg—cos 3singg sin A

stad
dd = Aesina (47)

Ze wzbru sinuséw w tréjkacie PKX mamy

COS a1COS § = COS A COS
Rézniczkujac to réwnanie dostaniemy
sinacosd da+cosasing dé =0

Ktadac tu prawa strone (47) otrzymamy wyrazenie na przyrost w rektascensji

da = —Ae cosatand (48)
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Nutacja w rektascens;ji i deklinacji, podej$cie wektorowe (1)

We wspéiczesnej praktyce wptywy nutacji najczesciej uwzglednia sie w
formalizmie macierzowym. Niech s = (x, y, z) bedzie wersorem kierunku do
gwiazdy, okreslonym wzgledem kartezjanskich osi zdefiniowanych za
pomoca $redniego bieguna i Sredniej rownonocy na dang date JD.

Sktadowe wersora s wynosza
X €0S 0 COS
s=|y | =] cosdsina
z sing

Niech s’ =[x, y’, Z'] bedzie wersorem tego samego kierunku, okreslonym w
oparciu o prawdziwy réwnik i prwdziwy punkt réwnonocy odpowiadajace
danej dacie JD.

Nutacja Wplyw nutacji na wspdirzedne Podejécie wektorowe
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Precesja i nutacja — wptyw faczny macierzowo

Niech sy bedzie wersorem potozenia obiektu wzgledem $redniego réwnika i
réwnonocy z epoki standardowej, np. J2000. Woéwczas wersor s jego
potozenia wzgledem $redniego uktadu daty JD obliczymy za pomoca (27)

s =Pso

P jest precesyjng macierza obrotu.
Wspotrzedne prawdziwe s’ obiektu na date JD dostaniemy za pomoca (51)

s'=Ns=(NP)s;=Rs, (53)
Macierz R = NP jest macierzg taczaca wptyw precesiji i nutacji.

Transformacja odwrotna od wspétrzednych prawdziwych daty JD do
wsp6trzednych érednich epoki J2000, otrzymamy z (53) dziatajac nan
lewostronnie macierza odwrotng R™"

R's' =R 'Rsp=s¢ (54)
Wobec ortogonalno$ci macierzy obrotu R mamy

R" =R = (NP)” = P'N’ = r(Ca)a(—0a)r(2a) P(~<0)r(Av)p(s)  (55)
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Nutacja Ae w rektascensji i deklinacji (1)

Sredni biegun P zostat przemieszczony
do bieguna P’ wzdtuz tuku KP o kat Ae.

Przemieszczenie bieguna z P do P’ nie
wptywa na bok KX ani na kat PKX, zatem
oznacza to brak wptywu Ae na
wspotrzedne ekliptyczne.

Zmiany kata eo wptywajg na wspétrzedne
réwnikowe gwiazdy. Z tréjkata PKX, ze
WZOru cosinuséw

sind = sin3cosep + cos Bsinep sin A

(45)
Obliczajac rézniczki tego réwnania (), 8 sa tu statymi) mamy
cos§ dé = (—sin Bsineg 4+ cos BcosegsinA) Ae (46)
gdzie celowo rézniczke de zastgpiono przyrostem Ae.
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Nutacja A, Ae w rektascensiji i deklinacji
Wptyw nutacji w dtugo$ci A+ i nutacji w nachyleniu Ae na wspétrzedne
réwnikowe, ma postac
da = Aip(coseg + singg sina tand) (49)
dd = Aysingg cos
da = —Ae cosatand (50)

dé = Aesina

Wyrazenia (49) i (50) sa pierwszego rzedu ale poniewaz katy nutacyjne sa
niewielkie, dlatego wykorzystywane sg niemal we wszystkich przypadkach.

Catkowity wptyw nutacji mozna bra¢ jako prosta superpozycje (49) i (50).
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Nutacja w rektascens;ji i deklinacji, podej$cie wektorowe (2)

Transformacja wersora s ze $redniego
uktadu réwnikowego w wersor s’ z uktadu
prawdziwego, wymaga trzech obrotéw:

@ wokét osi x o kat <o, przejécie do
$red. uktadu ekliptycznego daty JD,

@ wokot osi z uktadu ekliptycznego o
kat (—Av), jesteSmy w prawdziwym
uktadzie ekliptycznym daty JD,

@ wokot osi x prawdziwego uktadu
ekliptycznego o kat (—¢), co daje
prawdziwe wspétrzedne réwnikowe
wersora s’ na date JD.

Przemiany sktadowych wersora s w sktadowe s’ mozna dokona¢ za pomoca
s'=Ns (51)
gdzie N jest macierza nutacji

N = p(—&)r(—Av)p(eo) (52)
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Rysunek: Nutacyjny ruch bieguna: rzeczywistego (linia zétta), wg starej (linia
niebieska) i nowej (linia zielona) teorii nutacji.

[nttp: stronet.ru/db/msg/1 0]


http://www.astronet.ru/db/msg/1195760

	PRECESJA
	Precesja L-S
	Precesja Luni Solarna

	Precesja planetarna
	Precesja planetarna

	Precesja ogólna
	Precesja ogólna

	Precesja – scisle
	Precesja ogólna, podejscie scisłe


	NUTACJA
	Nutacja
	Przyczyny ruchu nutacyjnego
	Wpływ Słonca
	Wpływ Ksiezyca

	Wpływ nutacji na współrzedne
	Nutacja w , 

	Podejscie wektorowe
	Nutacja w , 
	Precesja i nutacja w , 


	Dodatek

