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Rozdziat 1

Wstep

Streszczenie

Nie ma komu napisa¢ I nie wiadomo czy bedzie komu.
Stowa kluczowe: WielkoSci fizyczne, jednostki miary, uktad jednostek SI, pomiar, pom-
miar bezposredni i posredni, obserwacja, model funkcjonalny, model stochastyczny “ I

“[Modyfikowano AD 2011, Luty 08.]



6 Wstep

1.1 Wielkosci fizyczne i ich miary

Przedmiotem badain fizyki, astronomii jest wystepujaca w réznej postaci i formie materia
oraz generowane przez nig oddziatywania. Badania naukowe polegaja na rozpoznaniu i
ustaleniu cech fizycznych materii jako takiej, obiektow sktadajacych si¢ z materii a takze
sposobu oddziatywania tych obiektow migdzy soba. W zakres zainteresowan fizyki i as-
tronomii wchodzi jedynie to co dotyczy obiektéw materialnych, co daje si¢ bada¢ metodami
fizycznymi.

Cechy fizyczne obiektéw materialnych jak i cechy zachodzacych migdzy nimi oddzi-
atywan, zwykle nazywane sa wielkosciami fizycznymi, np.: masa, gestos¢, szybkos¢, czas,
napigcie elektryczne, sita ... . Umownie, dowolng wielkos¢ fizyczng bedziemy oznaczali
np. literg x.

Fizyka i astronoma interesuja jedynie te wielkosci, ktore daja si¢ mierzy¢, czyli takie
wielkosci fizyczne x, ktérym potrafia przypisac pewna liczbg — liczbowg miarg, oznaczymy
ja symbolem x.

Poniewaz miary x tej samej wielkosci fizycznej X moga by¢ wyrazone w r6zny sposéb,
np. w réznych jednostkach, liczbie x musi towarzyszy¢ informacja o jednostkach w jakich
zostata podana. Bez tej dodatkowej informacji mogliby§my popas¢ w btedne przekonania
poréwnujac ze sobg masy tego samego obiektu zmierzone np. w kilogramach i tonach.

Dlatego petna informacja o wielkoSci fizycznej x musi sktadaé si¢ z jej liczbowej miary
x oraz jednostki [x]. Co zapisujemy zwigzle jako

X = x [x] (1.1)

Np. Temperatura 7' = 273.15 [K| I’

1.2 Miedzynarodowy Uktad Jednostek SI

W celu utatwienia wspétpracy naukowo technicznej, miary wielkosci fizycznych nalezy
podawac zgodnie z uzgodnionymi w skali Swiatowej standardami. Opracowano rézne stan-
dardy, z ktérych najpowszechniej stosowanym jest Migdzynarodowy Uktad Jednostek SI (
SI od francuskiego Le Systeme international d’unités). Instytucja uprawniong do tworzenia,
modyfikacji i ogtaszania Migdzynarodowego Uktadu Jednostek SI jest Migdzynarodowe
Biuro Wag i Miar w Paryzu (BIPM).

Uktad SI opracowano w roku 1960 w oparciu o starszy uktad jednostek MKS (metr-
kilogram-sekunda). Inne dawne uktady jednostek jak uktad cgs (centymetr-gram-sekunda)
czy jego warianty nie odergraty wigkszej roli w tworzeniu uktadu SI.

W uktadzie SI wprowadzono szereg nowych nazw jednostek miar, podano ich nowe
definicje, ale nie oznacza to, ze dzisiaj uktad SI jest uktadem statycznym — jego jednostki
nadal sg tworzone i definiowane droga migdzynarodowej ugody w miarg postgpu techno-
logicznego.


http://www.bipm.org/en/si/
http://www.bipm.org/en/si/
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Tablica 1.1: Jednostki podstawowe Uktadu SI.

Nazwa jednowstki ~ Symbol jednostki ~ Wielkos¢ fizyczna

metr m dtugos¢

kilogram kg masa

sekunda S czas

amper A natgzenie pradu elektrycznego
kelwin K temperatura termodynamiczna
mol mol ilo§¢ substancji

kandela cd Swiatto$¢ (kierunkowa)

Migdzynarodowy Uktad SI obejmuje zbidr jednostek, ich definicje, nazwy oraz zbiér
przedrostkéw do nazw jednostek. Zbior jednostek dzieli si¢ na dwa podzbiory:

e 7bidr siedmiu jednostek podstawowych, nominalnie wymiarowo od siebie niezaleznych
(patrz tabela 1.1),

e 7bidr jednostkek pochodnych, definiowanych za pomoca jednostek podstawowych
(tabela 1.2),

W praktyce metrologicznej napotykamy jeszcze dodatkowe jednostki nie nalezace formal-
nie do uktadu SI, ale ktérych wykorzystanie wraz z jednostkami SI jest akceptowane.

Obok jednostek podstawowych, w ukladzie SI wystepuja dwie jednostki bezwymi-
arowe, powstale w wyniku podzielenia dwdch tych samych podstawowych jednostek SI
i dlatego traktowanych przez BIPM jako jednostki pochodne. Formalnie ich jednostka SI sa
po prostu liczby 1, posiadaja jednak nazwy by uniknaé nieporozumieri w wypadku napotka-
nia jedynie liczb bezwymiarowych.

W celu utatwienia zapisu, do kazdej nazwy jednostki mozna doda¢ przedrostki bedace
catkowitymi wielokrotnoSciami liczby 10. Np. przedrostek kilo oznacza mnoznik 1000,
przedrostek mili oznacza mnoznik 0.001, stad jednostka milimetr oznacza jedng tysigczna
metra, kilometr oznacza tysiac metréw. Przedrostki nie moga by¢ taczone, np. zamiast
jedna milionowa kilograma mozemy powiedzie¢ miligram a nie mikrokilogram. W tabeli
1.3 podano przedrostki akceptowane w Uktadzie Jednostek SI. I

1.3 Pomiary wielkoSci fizycznych

Stowa pomiar, obserwacja beda dalej traktowane jako posiadajace to samo znaczenie. Moga
oznacza¢ zaréwno ciag operacji jak i jego rezultat. Ale znaczenie stowa pomiar jest szer-
sze, bowiem wyniki procedur opracowania (wyréwnywania) bezposrednich pomiaréw, w
szczegdlnosci rezultay numeryczne uzyskane w oparciu o wielko$ci zmierzone, takze nazy-
wane sg pomiarami, obserwacjami. I wtasnie takie obserwacje bezposrednie jak i posSrednie
(opracowane, wyréwnane, przetworzone dane pomiarowe) maja fundamentalne znaczenie
dla nauki i techniki — poznajemy otaczjacy nas §wiat poprzez pomiary, obserwacje wiel-
kosci charakteryzujace materi¢ i zjawiska.
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Tablica 1.2: Wybrane jednostki pochodne Uktadu SI posiadajace wilasne nazwy.

Nazwa Symbol  Wielko$¢ Objasnienie
jednostki  jednostki fizyczna
radian rad kat Jednostka kata jest kat o wierzchotku w srodku okregu,
rozpiety na tuku okregu o dlugosci réwnej promieniowi
okregu.
Na pelnym okregu rozpigty jest kat 27 rad.
steradian  sr kat brylowy Jednostka kata brytlowego, jest kat brytlowy
o wierzchotku w $rodku sfery o promieniu 7 , rozpiety
na czesci sfery o powierzchni 2. Na catej
sferze rozpigty jest kat 4 sr.
Okreslenie za Okreslenie za
Wielkos¢ fizyczna pomoca innych pomoca podst.
jednostek SI jednostek SI
herc Hz  czestotliwosé, czestosé 1/s s T
newton N sifa, cigzar mkg/s? mkgs ™2
pascal Pa  cisnienie, naprezenie N/m? m~lkgs—?
dzul J energia, praca, ciepto Nm m2kgs—2
watt W moc, moc promieniowania J/s m2kgs—3
coulomb C tadunek elektryczny, sA sA
strumien elektryczny
volt V  napigcie elektryczne, W/A=J/C m2kgs 3 A~!
réznica potencjatu,
sila elektromotoryczna,
farad F pojemnos¢ eleketryczna c/v m~2kg~1s*A?
ohm Q op6r elektryczny, V/A m2kgs A2
impedancja, reaktancja
siemens S przewodnos¢ elektryczna 1/9 m~2kg1s3A?
weber Wb strumiefi indukcji magnetycznej J/A m2kgs 2A~!
tesla T  indukcja magnetyczna Vs/m? = kgs™2A~!
=Wb/m? = N/Am
henr H indukcyjno$¢ magnetyczna Vs/A=Wb/A m2kgs 2A~2
wspotczynnik indukcji wlasnej
Celsius °C  temperatura Celsjusza toc =t —273.15 K
lumen Im  strumien Swietlny cdsr cd
lux Ix  natgzenie o$wietlenia Im/m? m~2cd
becquerel Bq radioaktywnos$¢ 1/s s7!
(rozpad na jednostke czasu)
gray Gy dawka zaabsorbowana J/kg m2s—2
promieniowania jonizujacego
sievert Sv  dawka réwnowazna J/kg m2s~2
promieniowania jonizujacego
katal kat  aktywnoSc kataliktyczna mol/s s~ mol

Tablica 1.3: Przedrostki akceptowane w Migdzynarodowym Uktadzie Jednostek SI.

Nazwa jotta  zetta eksa  peta tera giga mega  kilo hekto  deka
Symbol Y zZ E P T G M k h da
Mnoznik 10** 10?' 10'® 10 10" 10° 10° 103 102 10
Nazwa decy centy mili micro nano pico femto atto zepto  jokto
Symbol d c m I n P f a zZ y
Mnoznik 10~* 1072 1073 10°¢ 107° 107'* 10°'® 10°'® 107 10=**
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Nauka zajmujaca si¢ pomiarami jest metrologia. Przedmiotem metrologii sa pomiary
uzytkowe (technika, handel ...) ale takze pomiary o charakterze naukowym. Nie bedziemy
wkraczali na teren tej nauki, dla naszych potrzeb, ograniczymy si¢ jedynie do prostego
przyktadu ukazujacego, ze z wykonywaniem pomiaréw, obserwacji wiaza si¢ niekiedy
bardzo gigbokie i trudne problemy.

Potoczne rozumienie koncepcji pomiaru nie stwarza problemow; gdy chcemy zmierzy¢
np. dtugos¢ stotu, zgadzamy sie, ze w tym celu trzeba wzia¢ miarke i zmierzy¢ co trzeba.
Jednak uwazniejsza analiza tego co rozumiemy przez pomiar dtugosci prowadzi do nastepu-
jacych wnioskow:

1. numeryczny odczyt, dokonany w efekcie pewnego procesu reprezentuje rezultat po-
miaru,

2. pomiary wykonywane sa poprzez odniesienie si¢ do wzorcdw (wzorzec metra, ...),
najczesciej za pomoca aparatéw, przyrzadow, w ktérych wykorzystano odpowiednie
zjawiska fizyczne (moze poza przypadkami prostego zliczania wystgpowania zjawisk),

3. mierzenie oznacza wykonanie ciagu fizycznych operacji, ktére moga sktadaé sig¢
takze z ciagu operacji jak: ustawienie instrumentu, kalibracja, przyktadanie przy-
rzadu, nastawianie, poréwnywanie, etc.,

4. mierzenie dokonywane jest przez poréwnanie ze standardami, te za$ ustalane sa moca
konwencji, nierzadko arbitralnej (jednostki, wymiar),

5. glebsze wniknigcie w pojecie obserwacji ujawnia, ze nierzadko obserwacje odno-
szone sa do teoretycznych koncepcji nie posiadajacych odpowiednikéw w $wiecie
fizycznym. Np. sa nimi abstrakcje geometryczne napotykane przy pomiarach odleg-
tosci, katow etc. Wybieramy dang koncepcje w celu opisu tych fragmentéw natury,
ktére sa dla nas interesujace, jak np. koncepcje: potozenie gwiazdy, jasno$¢ gwiazdy,
komety,

6. wykonywanie pomiaréw jest procesem, ciagiem operacji. Ich rezultat czerpie znacze-
nie jako pomiar jedynie na mocy powiazan z koncepcjami teoretycznymi, ktérych
dotyczy 1 na ktérych si¢ opiera.

Abstrakcje teoretyczne, do ktérych odnosza si¢ obserwacje nosza nazwe modelu, ktéry
w nauce i technice ma niemal zawsze postaé matematyczno fizyczna. Pomimo, ze kon-
cepcja modelu moze wydawac sig¢ istotng jedynie dla teoretycznych rozwazan, jej dobre
zrozumienie wyraznie usprawnia zaprojektowanie obserwacji i opracowywanie rezultatow
pomiarowych. I’

1.4 Model obserwacji

Bedziemy interesowali sig modelem obserwacji, tzn. teoretyczng koncepcja, za pomoca
ktérej opisywana jest jaka$ sytuacja w Swiecie fizycznym — np. zmiana blasku gwiazdy,
polozenie komety. Opis nie musi by¢ wyczerpujacy, moze dotyczyC jedynie tych aspek-
téw przyrody, ktére stanowia przedmiot naszego zainteresowania. W zaleznosci od tego co
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zamiarzamy opisaé, budowane sa r6zne modele. Mozna tez zbudowac kilka modeli opisu-
jacych ten sam problem. Model zastgpuje nam realnie istniejaca sytuacje w celu tatwego
dokonania pewnych oszacowar.

W modelu obserwacji bedziemy wyrdzniali dwie sktadowe : model funkcjonalny i
model stochastyczny. Pierwsza sktadowa obejmuje ogdlny opis wlasnosci deterministy-
cznych rozwazanego problemu, druga okresla i opisuje wilasnosci stochastyczne zmien-
nych wystepujacych w modelu funkcjonalnym, w szczeg6lnosci tych zmniennych, ktére
reprezentuja wielkoSci pomiarowe. Dysponujac modelem wlaczamy don obserwacje. Ob-
serwacje wtasnie po to sg robione aby ustali¢ wartoSci jednego badZz wielu parametréw
modelu.

W astronomii i geodezji mamy do czynienia z réznymi modelami np. :

e w celu wyznaczenia odlegtodci na powierzchni Ziemi, ksztatt Ziemi modelujemy za
pomoca, sfery, elipsoidy obrotowej albo geoidy.

e do obliczenia poprawki refrakcyjnej w pozycyjnych obserwacjach ciat niebieskich
wykorzystujemy tzw. model ptaskiej atmosfery badZ model atmosfery radialnie sy-
metrycznej,

e powstawanie obrazu w optyce astronomicznej — mozemy postuzy¢ si¢ tu modelem
opartym na teorii optycznej Gaussa,

e w fotografii astronomicznej przyjmuje sig¢, ze obraz fotograficzny powstaje w wyniku
projekcji centralnej,

e grawitacyjne pole Ziemi stanowi model sit w geodezji sateliternej,

e orbita keplerowska, orbita oskulacyjna to modele trajektorii ruchu ciat niebieskich.

Aby przekona¢ si¢ do konstruowania modelu obserwacji, rozwazmy prosty przyktad. Mamy
wyznaczyC parametry nieznanego trdjkata, interesuje nas ksztalt albo jego rozmiary. Mate-
matyczny model problemu powinien utatwi¢ nam ustalenie minimalnej liczby elementéw
(zmniennych) potrzebnych do jednoznacznego rozwiazania postawionego zadania. W omaw-
ianym przyktadzie, z modelu matematycznego (teoria trdjkata ptaskiego) wiemy, ze ksz-
tatt tréjkata da si¢ ustalié gdy znamy dwa katy lub dwa boki i jeden kat. Jesli intere-
sowalby nas rozmiar tréjkata, to nie zostanie on ustalony poprzez zmierzenie wylacznie
katéw. Rozwazania tego typu pozwola nam podjaé wtasciwa decyzje jesli chodzi o zakup
przyrzadéw niezbgdnych w celu realizacji postawionego zadania.

Model funkcjonalny nie zawsze formutowany jest w sposéb do konca jawny, dlatego
moze si¢ zdarzy¢, ze zawiera on wiele elementéw, ktérych obecnosci trzeba si¢ domyslac.
A jesli modele geometryczne nie sa skomplikowane i dajg si¢ tatwo wizualizowac, wéwczas
elementy modelu i §wiata fizycznego czesto przestaja by¢ odrézniane. Trzeba stale pamig-
taé, ze w naturze nie ma takich obiektéw jak punkty, katy czy wspoétrzedne. Sa to jedynie
elementy modelu funkcjonalnego stosowane do opisu odpowiednich obiektéw naturalnych
czy zwiazkéw migedzy nimi. Np. geodeta twierdzi, ze mierzy odlegtos¢, a to oznacza, ze
odwotuje si¢ do dwoéch obiektéw traktowanych jako dwa punkty geometryczne. Bywa, ze
zamiast odlegtosci migdzy nimi w bezposrednim geometrycznym znaczeniu, geodeta moze
mierzy¢ jej rzut na plaszczyzng czy tez na ziemska elipsoide.
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Modele funkcjonalne sa zatem konstrukcja wygodna do dokonania analiz, a ze Swiatem
realnym polaczone sa za pomoca obserwacji.

W najprostszych przypadkach pomiarowych obserwacje odnosza si¢ w sposéb bezpos-
redni do jakiego$ elementu modelu. Jednak czgsto tak nie jest gdyz moze si¢ to okazac
wysoce niepraktyczne. Np. odlegtos$¢ do sztucznego satelity Ziemi mozna mierzy¢ za po-
mocyg laseréw. W takich obserwacjach mierzony jest czas propagacji impulsu laserowego
a nie odlegto$¢ w sensie geometrycznym. I aby wykonane pomiary czasu polaczy¢ z mod-
elem wyznaczanej odlegtosci, do prostego modelu wyznaczania odleglosci trzeba wprowadzic¢
sporo dodaktowej teorii jak: propagacja prominiowania elektromagnetycznego w atmos-
ferze Ziemi, kalibracja lasera. Pociaga to konieczno$é wiaczenia nowych zmiennych, nowych
formul matematycznych. Przyktad ten ilustruje bardzo charakterystyczng cechg miernictwa,
mianowicie rozbudowania-komplikacji modelu w efekcie potaczenia go z obserwacjami.
Powigkszenie to sprawia, ze zwykle czeka nas dlugi proces obliczeniowy zanim bezposred-
nie rezultaty obserwacji zostang powigzane z modelem.

W praktyce proces pomiarowy zawsze podlega wptywom, ktére nie moga by¢é w petni
kontrolowane. Podczas powtarzania obserwacji objawia si¢ to drobna zmiennoscia uzyski-
wanych wynikéw. Zmiennosci tej nie daje si¢ powiaza¢ z jaka$ pojedyncza przyczyna
natury fizycznej. Takie losowe, stochastyczne zmiany wynikéw obserwacji, czyli jak méwimy
Sfluktuacje wynikéw, uwazane sa za podstawowa wtasno$¢ precyzyjnych pomiaréw i aby te
wlasnoSci nalezycie uja¢, odwotujemy si¢ do réznych koncepcji statystycznych. Ustale-
nie statystycznych wtasnosci elementéw modelu najczesciej nie jest tatwym zadaniem. By
poznac te wlasnosci mozna dokonaé stosownej liczby powtdrzen obserwacji, co moze byé
bardzo kosztowne, ale mozna tez zalozyé, ze pewne statystyczne prawidtowosci (odkryte
na podstawie wsze$niejszych pomiaréw dokonanych w podobnych warunkach), stosuja si¢
rowniez do aktualnej sytuacji. Musimy woéwczas stara¢ si¢ o utrzymanie odpowiednich
warunkéw w jakich biezace pomiary sa dokonywane.

Bywa, ze jako statystyczne wiasnos$ci obserwacji akceptujemy pewne bardzo grube
przyblizenia. Np. niekiedy w astronomii i geodezji obserwacje traktowane sa jako statysty-
cznie niezalezne, jako jednakowo dokladne, jako nieskorelowane. Czynimy tak ze wzgledu
na cheé uproszczenia problemu badz ze wzgledu na spore trudnosci w ustaleniu doktadnosci
poszczegdlnych obserawcji, oszacowaniu korelacji etc.

Calos¢ tego typu zatozen o wlasnoSciach statystycznych interesujacych nas zmiennych
nazywana jest modelem stochastycznym. Wchodza tu takze parametry, ktérym przed proce-
sem wyréwnania obserwacji nadano z takich czy innych wzgledéw pewne wartosci, a takze
te, ktérych wartosSci zostang dopiero wyznaczone. Wreszcie wchodza tu czynniki zwigzane
z jako$cia wykorzystywanej aparatury czy tez btgdami osobowymi obserwatora. I
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Opracowanie obserwacji, koncepcje

Streszczenie

Nie ma komu napisa¢ I nie wiadomo czy bedzie komu.

Stowa kluczowe: Pomiar, obserwacja, wyréwnywanie obserwcji, model funkcjonalny,
model stochastyczny, niepewno$ci pomiarowe: przypadkowe, wzorcowania, ekspery-
mentatora, danych z literatury, populacja, proba losowa, residua, metoda najmniejszych
kwadratéw, warunek najmniejszych kwadratéw, reguty zaokraglania, linearyzacja, metoda
rézniczki zupetnej, jakobian. ¢ I’

“[Modyfikowano AD 2011, Marzec 16.]
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2.1 Niepewnosci, bledy pomiaréw, obserwacji

Przystepujac do pomiaru danej wielkoSci fizycznej, np. ciSnienia atmosferycznego, jej
model obserwacyjny obejmie fizyczna koncepcj¢ samej atmosfery, w szczegdlnosci ciSnienia
jako jednego z parametréw okreSlajacych stan atmosfery. Dokonujac pomiaru ciS$nienia,
powszechnie oczekuje si¢, ze przynajmnniej w chwili pomiaru, ci$nienie atmosferyczne
posiada $cisle okreslona wartos$¢, zwykle zwana wartoscia rzeczywistq lub prawdziwg. Oz-
nacza to przekonanie (wiarg), ze bierzemy si¢ za wyznaczenie tego co naprawdg istnieje.

Jednak najczeSciej o istnieniu rzeczywistych wartosci wielkoSci fizycznych jest senes
méwic jedynie w ramach modelu obserwacyjnego. Np. gdy pytamy — ile naprawde wynosi
grubo$¢ miedzianego drutu? — zakladamy niejawnie, ze drutu ma ksztatt walca. Tymcza-
sem drut moze posiada¢ w kazdym miejscu inng grubos$¢é. Podobnie wyglada sprawa gdy
wykonujemy pomiar grubosSci drutu w jakim$ konkretnym miejscu — operowanie rzeczy-
wista gruboscia (tego miejsca) ma trudny do uchwycenia sens. Atomy drutu nieustannie
drgaja co pociaga ciagte chwilowe zmiany grubosci drutu.

Ignorujac trudnosci zwigzane z ustaleniem tego co nalezy rozummieé przez rzeczywista
warto$¢ x, danej wielkosci fizycznej, w wyniku wykonania pomiaru stajemy w obliczu
kolejnej niewiadomej. Mianowicie, nigdy nie mamy pewnosci czy wynik x,, jest identyczny
z wartoScia rzeczywista x,.. Przyczyna tkwi w wielu czynnikach sktadajacych sig na rezultat
Zp, a ktérych wptywu nie jesteSmy w stanie wyeliminowac.

Uzyskana réznica
Ty — xp = Az,
nazywana jest rzeczywistq niepewnosciq pomiarowq wielkosci fizycznej X.

W metrologii stowo niepewnos¢ bez dodatkowych okreSlen ma dwa znaczenia: ilos-
ciowej miary jak i parametru pewnej ogdlnej koncepcjii, stad koniecznym jest uscislenie.
O Az, iloSciowej mierze réznicy =, — x,, méwimy jako o niepewnosci pomiarowej. Nato-
miast gdy méwimy niepewnos¢é pomiaru to bedziemy przez to rozumieli parametr charak-
teryzujacy rozrzut warto$ci wynikow wielkosci mierzonej. Uprzedzajac, jego definicje —
odchylenie standardowe jest wilasnie takim parametrem, niepewnoScia pomiaru, charak-
teryzujacym niepewno$¢ pomiarowa mierzonej wielkosci.

Pelna niepewnos$¢ pomiarowa jest wypadkowa:

e niepewnosci przypadkowej; o jej obecnoSci w wynikach pomiaréw Swiadczy wys-
tepowanie tzw. statystycznego rozrzutu wynikéw (fluktuacje), ktérego zZrédia tkwia:

— w naturze badanego zjawiska; np. w zjawisku rozpadu radioaktywnego, liczba
rozpadéw w jednostce czasu ma wlasnie taki charakter,

— w mierzonym przedmiocie; ten typ rozrzutu napotykamy podczas pomiaréw
grubosci drutu uznawanego za cienki walec,

— w czynnikach zewngtrznych przy jednoczesnym starannym zachowaniu odt-
warzalnoSci wynikéw; np. rozrzut spowodowany zmiennoscia reakcji zmystow
i przyrzadéw, zmiennoscig czynnikOw uznanych za nieistotne,
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e W niepewnosci wzorcowania; wystepuje ona zawsze i dominuje gdy nie ma rozrzutu
wynikéw pomiaru, jej przyczyna tkwi w niepewnoSci wzorcowania stosowanych mier-
nik6éw, niepewnosci wzorcéw stosowanych jako odniesienie,

e W niepewnosci eksperymentatora; chodzi tu o niepewnosci powodowane przyczy-
nami znanymi eksperymentatorowi ale od niego niezaleznymi jak np. drgania wska-
z6wki miernika analogowego,

e w niepewnosci danych wzigtych z literatury; dane zaczerpnigte z tablic matematy-
cznych, z kalkulatora — najczeSciej nie sa dokladne.

Obok niepewnoSci pomiarowej funkcjonuje jeszcze okreSlenie blqd pomiarowy. Nazwa ta
tradycyjnie obejmowata dwa sktadniki: btad przypadkowy jak i btad systematyczy. Obecnie
(czgsciowo) odchodzimy od tej tradycji stosujac w miejsce terminu btad przypadkowy ter-
min niepewnos¢ przypadkowa, wyjasniony wyzej. Natomiast okreslenie btad pomiarowy
nalezy wykorzystyww¢ w znaczeniu btgdu zwanego dotad bledem systematycznym, jako
terminu rzeczywiscie zwiazanego z btedami w sztuce pomiarowej. Warto zapamigtac, ze
okreSlenie blad pomiarowy obejmuje:

e blqd przeoczenia; np. btad wystepujacy w trakcie pomiaru dtugosci nienaprezonego
przewodu,

e blqd osobowy; wynikajacy z niedoskonalosci reakcji zmystowych np. op6Znienie w
odczycie mementu czasu przej$cia gwiazdy przez nitki okularu,

e pomytki; pomylika eksperymentatora np. zamiast 21 odczytno 12, niepoprawna ob-
stuga przyrzadu, zte wyzerowanie miernika, niewtasciwe ustawienie kota podziato-
wego teleskopu,

e blqd przyblizenia; ma Zrodlo np. w postugiwaniu si¢ nieadekwatnym modelem po-
miarowym, w rezultacie zastosowania przyblizonego wzoru.

Na btedy pomiarowe stosowane bywa okreslenie niepewnosci systematyczne. I

2.2 Ocena niepewnosci pomiarowych

Dokonujac pomiaru nie otrzymujemy wartoSci rzeczywistej x,, uzyskany rezultat pomi-
aru jest jedynie jej przyblizeniem. Jesli warto$¢ tego przyblizenia oznaczymy przez x4 to
mozemy zbudowaé przedziat x4 + U(z), w ktérym z duzym (niekiedy) ustalonym praw-
dopodobienstwem miesci si¢ warto$¢ rzeczywista x,.. Granice przedziatu U (z) bedziemy
okreslali za pomoca niepewnosci standardowej u(x). To co powiedziano wyzej mozemy
wyrazi¢ w jednej linii stosujac notacj¢ probabilistyczna.

Plrg —u(z) < 2p < 2q +u(2)] = Pya) (2.1)

W dalszej czgsci przedstawimy dwa sposoby (A i B) iloSciowego oszacowania wyniku po-
miaru i niepewnosci standardowej u(z). W metodzie A niepewnos$¢ standardowa obliczana
jest na podstawie rozktadu czgstoSci wielkosSci mierzonej, a w metodzie B na podstawie
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rozktadu prawdopodobiefistwa zalozonego przez eksperymentatora. Metodg A stosujemy
gdy mamy do czynienia ze statystycznym rozrzutem wynikOw pomiaréw, w przeciwnym
razie wykorzystujemy metod¢ B. I

2.2.1 Metoda A

Pojecie niepewnosci przypadkowej pomiaru wykorzystywane jest do oceny poziomu roz-
rzutu wynikéw, przy czym, rozrzut musi mie¢ naturg statystyczna. Gdy w probie pomi-
arowej kolejne wyniki (najczesciej) nieco si¢ réznia, wowczas do ich opracowania mozna
stosowaé statystyke matematyczna. Metodami statystycznymi obliczamy zaréwno wynik
konicowy (warto$¢ §rednia) jak i miarg rozrzutu pomiaréw (odchylenie standardowe).

Rozmiar proby. Ze wzgledu na rozmiar proby, czyli na liczbg n wykonanych pomia-
réw, probe okreslamy jako:

e bardzo matag — gdy n < 10,
e malag — gdy 10 < n < 30,
e duza — gdy 30 < n < 100,

e bardzo duza — gdy n > 100.

Jesli zbior {x1, x2,x3, ...,y } oznacza losowa prébe n jednakowo doktadnych wyni-
kéw pomiaréw, tzn. n wynikéw wybranych losowo z np. nieskoriczonego zbioru wszyst-
kich mozliwych do wykonania pomiaréw (populacja), to jako wynik koficowy wykonanego
eksperymentu podajemy warto$é srednig obliczong jako $rednia arytmetyczna z préby

E?:l L

n

T = 2.2)
gdzie x; — wynik ¢-tego pomiaru, n — liczba wykonanych pomiaréw (rozmiar préby),
Natomiast, jako miarg rozrzutu poszczegélnych wynikéw, czyli jako miarg niepewnosci

pojedynczego pomiaru przyjmujemy odchylenie standardowe s,

(2.3)

Ze wzgledu na losowy charakter rozrzutu wynikéw, nie mozemy ustali¢ znaku niepewno-
$ci pomiarowej, dlatego nalezaloby pisa¢ £s,, ale, poniewaz w definicji (2.3) wystepuje
pierwiastek kwadratowy, w samej definicji (2.3) znak =+ jest pomijany.

Zgodnie z wzorem (2.2), warto$¢ §rednia x obliczana jest za posrednictwem wielkosci
pomiarowych wykazujacych rozrzut statystyczny, oznacza to, ze gdybySmy powt6rzyli eks-
peryment i wyznaczyli & za pomoca innej préby, uzyskalibySmy inng warto$¢ na &. Pow-
tarzajac eksperyment wiele razy okazaloby sig, ze wartoSci z réwniez wykazuja statysty-
czny rozrzut. Tyle, ze bytby on wyraZnie mniejszy. Bez dowodu (chwilowo) podamy tu, Ze

"Uzasadnienie takigo postgpowania podane jest w podrozdziale 2.7
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Rysunek 2.1: Przyktad woltomierza analogowego klasy K=2.5, posiada on trzy zakresy
pomiarowe.

jego miarg jest parametr sz — 0 nazwie odchylenie standardowe sredniej

Sz (2.4)
lub zgodnie z (2.3) mamy
5= % (2.5)

NG

I wtasnie odchylenie standardowe Sredniej sz jest identyfikowane z niepewnoscia standar-
dowa u(x) wystepujaca w (2.1). Stad, w wyniku zastosowania metody A, wyrazenie 2.1
uzyskuje forme

Pz — sz <z, < T — s3] = Ps, = 0.68 (2.6)
Obecnos¢ w tym wzorze liczby 0.68 zostanie uzasadnione w dalszym toku wyktadu.

Metode¢ A obliczania niepewnosci standardowej stosujemy gdy przyczynek niepewno-
$ci pochodzacy od statystycznego rozrzutu jest przynajmniej o rzad wielkosci wigkszy od
pozostatych. I

2.2.2 Metoda B

Jesli wyniki pomiaréw nie wykazuja rozrzutu, tzn. wszystkie sa sobie réwne, 1 wynosza
Tg = X1 = X3, ...,= Tn, niepewnos¢ standardowa trzeba okresli¢ w inny sposoéb, zalezny
od tego jaki rodzaj niepewnosci ma wptyw dominujacy.

Obecnos¢ niepewnoSci wzorcowania. Przy braku rozrzutu, gtéwnym przyczynkiem
niepewnos$ci pomiaréw moze by¢ niepewno$¢é wzorcowania Agx. Pomiary zawsze pole-
gaja na poréwnaniu wielkosci mierzonej z wzorcem, ktérym najczesciej jest przyrzad po-
miarowy, spetniajacy role wzorca.

Producenci, gwarantuja taka doktadnos¢ przyrzadu, by wynik uzyskany za jego pomoca
nie r6znit si¢ od wzorca wigcej niz o tzw. dziatke elementarng, réwna odstgpowi Agx po-
migdzy sasiednimi kreskami podziatki przyrzadu. Oczywiscie odstep Agzx wyrazony jest
w jednostkach podanych na podzialce przyrzadu. Jest tak w przypadku przyrzadéw anal-
ogowych. W przypadku przyrzadéw cyfrowych dziatka elementarna jest réwna jednostce
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Tablica 2.1: Przyktady wartosci dziatek elementarnych niektérych znanych przyrzadéw po-
miarowych (za [3]).

miarka milmetrowa Agl =1 mm
lekarski termometr rtgciowy Agm =0.1°C
zegarek bez wskazowki sekundowej Agt = 1 min
zegarek cyfrowy wyswietlajacy sekundy Ayt =15
szybkosciomierz samochodowy Agv = 5km/h

wys$wietlacza wskazujacego najmniejsza warto$¢. Przyktady dziatek elementarnych podano
w tabelce 2.1.

Jesli postugujemy si¢ przyrzadem pomiarowym, np. miernikiem elektrycznym o znanej
tzw. klasie pomiarowej, dziatke elementarng mozemy obliczy¢ za pomoca formuty

KZ

Xz 2.7)

Agx
gdzie K, Z — oznaczaja klas¢ pomiarowa i zakres przyrzadu, odpowiednio.

Poniewaz producent przyrzadu gwarantuje, ze odchylenie x,, — x4 wielko$ci zmierzone;j
za pomocg tego przyrzadu od wartosci prawdziwej nie moze przekroczy¢ wartosci dziatki
elementarnej A4z, stad w kategoriach prawdopodobieristwa (stosujemy wzor (2.1) mozemy
twierdzic, ze

Plzg — Agx < xp < g+ Agz] =1 (2.8)

Jednak przyjecie za niepewnos¢ standardowa wartosci Az bytoby rozwigzaniem zbyt aseku-
racyjnym. NiepewnoS$ci standardowe powinny odpowiada¢ mniejszym wartosciom prawdo-
podobienistwa, np. 0.50-0.70. W celu obliczenia niepewnosci standardowych odpowiada-
jacych takim warto§ciom prawdopodobieristwa, musimy dysponowaé rozktadem prawdo-
podobienistwa wykonywanych pomiaréw. Jesli nie znamy tego rozkladu, ratujemy si¢ za-
tozeniem, ze, np. kazda warto$¢ wyniku pomiaru wewnatrz przedziatu x4 — Agr < x, <
xq + Agx jest jednakowo prawdopodobna. Co oznacza, ze zaktadamy jednostajny rozktad
na wszystkie mozliwe wyniki z wnetrza tego przedziatu. Jak przekonamy si¢ w dalszej
czeSci wykladu, dla rozkladu jednostajnego odchylenie standardowe wyraza si¢ formulg

87Adx
e

Zatem gdy wyniki pomiaréw zdominowane sa przez niepewno$¢ wzorcowania, jako niepewnos§¢
standardowa mozemy przyjaé

B Adl’

V3

i wéwczas prawdopodobieristwo, ze warto$¢ rzeczywista x, miesci si¢ w przedziale (z4 +
u(x)) wynosi

u(x) (2.9)

Agr

V3

Agr

P Tq — \/§

<z <xTg+ = 0.57 (2.10)
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Uwaga! Gdyby zamiast jednostajnego zatozono inny rozktad prawdopodobienstwa, postaé
wzoru (2.10) bylaby inna.

Obecnos$¢ niepewnosci eksperymentatora. Niepewnos¢ eksperymentatora Az defin-
ujemy jako miar¢ niepewnosci pomiaru spowodowana przyczynami niezaleznymi od ob-
serwatora; np. wahania wskazai miernika cyfrowego, drgania wskazéwki przyrzadu anal-
ogowego. Eksperymentator obserwuje wahania, drgania i w oparciu o swoje do§wiadcze-
nie okresla wielko$¢ niepewnosci A .z, a nastgpnie niepewnos¢ standardowa u(x). Gdy
Zrédiem niepewnosci sg drgania wskazowki, jako Az przyjmuje sie potowe szerokosci
przedziatu drgan. Podobnie jak w przypadku niepewnoSci wzorcowania, niepewnos¢ stan-
dardowa eksperymentatora szacowana jest przy zatozeniu jednostajnego rozktadu wynikéw
pomiaréw w przedziale (zg4 — Acx < x, < xq + Acx). Pociaga to analogiczna do (2.9)
formule na niepewnos¢ standardowa u(x)

JANR
V3

u(x) = (2.11)

Niepewnos¢ wielkosci zaczerpnietych z literatury. Dane tablicowe lub inne zaczerp-
nigte z literatury niekonieczne sg doktadne. Bywa, ze obok interesujacej nas wielkosci w
literaturze podano ich niepewnos¢ standardowa u(z). W takim wypadku nie musimy sami
szacowac jej wartosci.

Gdy jest inaczej, najpierw ustalamy warto$¢ samej niepewnosci A;z, jako réwna 10-ciu
jednostkom najmniej znaczacego miejsca dziesigtnego danej literaturowej. Zaktadajac jak
poprzednio, ze warto$ci wynikéw pomiaru w przedziale (g — Avx < z, < g + Ax) sa
jednakowo prawdopodobne, niepewno$¢ standardowg obliczymy z wzoru

. Atx
V3
Na koniec prypominamy, ze metod¢ B obliczania niepewnsci standardowej stosujemy gdy

przyczynek niepewnosci od statystycznego rozrzutu pomiaréw jest tego samego rzgdu lub
mniejszy od ktéregokolwiek z pozostatych przyczynkéw. I

u(z) (2.12)

2.3 Wyniki koncowe, obliczanie koncowej niepewnosci

Gdy wyniki pomiaréw wykazuja statystyczny rozrzut, rezultat koficowy x4 obliczamy jako
Srednia arytmetyczna

Z?:l i

n

(2.13)

W wypadku przeciwnym, jako rezultat koficowy bierzemy dowolny wynik pomiaru x; =
Tl = T2y.eey = Tp.

Catkowita standardowa niepewno$¢ rezultatu koficowego x obliczamy za pomoca for-
muty

u(z) = \/ 24 3 (Bar)? + 3 (Bea)? + 3 (A2 (2.14)
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Tablica 2.2: Cyfry znaczace w wybranych liczbach, przyktady.

147 - posiada 3 cyfry znaczace
1478 - posiada 4 cyfry znaczace
1.02 - posiada 3 cyfry znaczace
0.01 - posiada 1 cyfre znaczaca
0.0120 - posiada 3 cyfry znaczace
1200 - posiada 4 cyfry znaczace
1.200 - posiada 4 cyfry znaczace

Zauwazmy, w formule (2.14) nie sumuja si¢ niepewnosci standardowe, lecz ich kwadraty.
Wynika to z ogbélnego prawa propagacji wariancji i kowariancji, o ktérym powiemy w dal-
szej czgSci wyktadu.

Formuta (2.14) moze by¢ okrojona o skladniki o jeden rzad wielkoSci mniejsze od na-
jwigkszego, lub o te, ktérych w ogdle nie musimy uwzgledniaé; np. jesli nie wystepuje roz-
rzut statystyczny wynikéw sz = 0. W laboratoriach uniwersyteckich najczgsciej stosowana
postacia wzoru na catkowitg niepewnos$¢ standardowa jest

u(z) =1/ 82 + é(Adaz)Q (2.15)

Taka posta¢ uwzglednia jedynie niepewnos¢ przypadkowa i niepewnosS¢ wzorcowania wy-
nikéw pomiaréw. I

2.4 Zaokraglanie wynikow pomiaréw i ich zapis

Konicowe wyniki uzyskane za poSrednictwem wartoSci pochodzacych z pomiaru maja charak-
ter przyblizony i dlatego wymagaja zaokraglenia. Oczywiscie moglibySmy przedstawiac
wyniki w takiej postaci w jakiej zostaly one obliczone, np. z 16-toma cyframi. Takie
postgpowanie czgsto pozbawione jest wigkszego sensu, bo po c6z wypisywac stata re-
frakcji w postaci 60.4567234560 skoro doktadnos¢ jej wyznaczenia wynosi zaledwie 0.017
Zaokraglenia sa konieczne i przy zaokraglaniu wynikéw pomiaréw bierzemy pod uwage
warto$¢ odchylenia standardowego wyniku koficowego, korzystamy tez z ogélnych zasad
zaokraglania liczb przyblizonych. I

2.4.1 Reguly zaokraglania liczb przyblizonych

O kazdej liczbie mozna powiedzieé, ze sklada si¢ z pewnej liczby cyfr znaczacych, o kté-
rych wiadomo, ze sa doktadne, jak i pewnej liczby cyfr watpliwych. Dla potrzeb naszego
wyktadu uméwimy sig, ze cyfry znaczace to wszystkie cyfry danej liczby oprécz zer ustala-
jacych potozenie kropki dziesigtnej liczby mniejszej od 1. Zastosujemy regule przedstaw-
iania liczb przyblizonych jedynie z jedna cyfra watpliwa, a wigc jesli w liczbie 127.882
cztery cyfry znaczace sa pewne, to powinna by¢ podana co najwyzej z czterama cyframi
znaczacymi i z jedng cyfra watpliwa, czyli jako 127.88.
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Liczby o wielu cyfrach watpliwych nalezy zaokragli¢ zgodnie z regutami zaokraglania
liczb przyblizonych. Dla naszych celéw zastosujemy regutly poznane w szkole Srednie;j.

Gdy w danej liczbie [ wymaganych jest k cyfr znaczacych, to od lewej strony tej liczby
bierzemy k + 1 cyfr a resztg odrzucamy, a nastepnie stosujemy reguly zaokraglania polega-
jace na badaniu k£ 4+ 1 cyfry, mianowicie:

1. jesli k + 1 cyfra wynosi 0, 1, 2, 3, 4, to odrzucamy ja, a k-ta cyfre pozostawiamy bez
zmian;

2. jesli k 4+ 1 cyfra wynosi 5,6, 7,8,9, wéwczas odrzucamy ja, ale k-ta cyfrg powigk-
szamy o jeden;

Przyklad. | = 13.3432 i k = 4. Przycinamy [ do postaci z 5-cima cyframi znaczacymi
I = 12.343 i badamy 5-ta cyfre od lewej. Poniewaz wynosi ona 3, to po zaokragleniu bedzie
[ =13.34.

Przyklad. | = 13.2483 i k = 4. Po przycigciu mamy [ = 13.248, skoro 5-ta cyfra wynosi
8, zatem 4-ta cyfre powigkszamy o jeden, czyli po zaokragleniu bedzie [ = 13.25,

Istnieja bardziej ztozone od podanego wyzej algorytmy zakraglania, zainteresowanych
czytelnikow odsytamy do stron 98-99 w lit. [6], strony 10 w lit.[7], oraz do lit. [2] strona
20.

Wykonujac obliczenia z liczbami przyblizonymi, rezultaty obliczen réwniez nalezy za-
okragla¢ podajac w wyniku jedynie jedna cyfrg watpliwa. I tak :

1. w dodawaniu (odejmowaniu) suma (r6znica) powinna by¢ zaokraglona do tego miejsca
dziesigtnego, ktére biorac od prawe;j, jest najbardziej znaczace w dodawanych liczbach

np.
165.21 + 121.1 4 8.2232 = 294.5332
po zaokragleniu suma powinna mieé posta¢ 294.5,

2. przy mnozeniu (dzieleniu) liczba cyfr dziesigtnych iloczynu (ilorazu) powinna by¢
réwna liczbie cyfr dziesigtnych czynnika z najmniejsza liczba cyfr dziesigtnych (oprécz
czynnikéw doktadnych) np.

2.15-11.1234 = 23.9
2. (2.15-11.1234) = 47.8

3. przy wyciaganiu pierwiastka kwadratowegu lub szesSciennego z liczby przyblizonej,
wynik winien mie¢ taka sama liczbe cyfr dziesigtnych jak liczba pierwiastkowana np.

V7396 = 86.00

Podczas obliczefi bardziej ztozonych wskazane jest utrzymywanie jednego dodatkowego
miejsca dziesigtnego az do zakoniczenia ciagu rachunkéw, po czym dokonaé zaokraglenia
ostatecznego rezultatu. [
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2.4.2 ZaoKkraglanie i zapis wynikow pomiaréow

W przypadku liczb bedacych rezultatami pomiaréw lub warto$ciami odchylen standard-
owych postgpujemy nastgpujaco (patrz lit. [3]):

A — wynik pomiaru i jego niepewnos¢ wyrazamy w tych smych jednostkach SI,

B — niepewno$¢ pomiarowa zaokraglamy do pierwszego miejsca albo do dwoch pier-
wszych miejsc dziesigtnych. Oznacza to, ze niepewnosci pomiarowe wystarczy obli-
cza¢ z doktadnoscia do trzech cyfr znaczacych. Przed zaokragleniem wynik niepew-
nosci standardowej uy () przedstawiamy w postaci

u(z) = 0.abc - 10™ (2.16)

gdzie a oznacza jedna z cyfr z przedziatu [1,9], b i ¢ cyfry z przedziatu [0, 9]; m jest
liczba catkowita.
Zaokraglenie niepewnosci przebiega zaleznie od wartosci cyfry a:

— dla a £ 3 — wynik zgodnie z regutami podanymi wczesniej zaokraglamy do
dwdéch miejsc dziesigtnych:

u(z) = 0.ab’ - 10™

gdzie b’ oznacza cyfre po zaokregleniu.

— dlaa > 3 — wynik zaokraglamy do jednego miejsca dziesigtnego
u(x) =0.a’ - 10™
gdzie o’ oznacza cyfre po zaokrggleniu.

C — koficowy wynik pomiaru zaokraglamy na tym samym miejscu rozwinigcia dziesigt-
nego, na ktérym zaokraglono wartos$¢ koficowej (catkowitej) niepewnosci standard-
owej.

W celu podania ostatecznego rezultatu pomiaru, warto$¢ wielkosci zmierzone;j i jej niepew-
no$¢ zapisujemy w postaci wykladniczej lub stosujemy odpowiednie przedrostki przewi-
dziane dla jednostek uktadu SI. Do kompletu podajemy takze liczbe wykonanych pomiaréw
n. Wykladnik m (patrz wzér (2.16)) lub przedrostek dobieramy tak, by miejsca niepewne
konicowej niepewnosci wystapity po przecinku, najlepiej na pierwszych dwéch miejscach,
jak we wzorze (2.16).

W koficowym wyniku pomiarowym x; po przecinku wypisujemy rowniez zera, nawet
jezeli znajduja si¢ one na miejscach obarczonych niepewnoscia (pierwsze lub pierwsze dwa
miejsca po przecinku), patrz przyktady podane ponize;j.
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Przyklady. Ponizej podano kilka przyktadéw ([3]) zapisu wynikéw koficowych przed
i po zaokragleniu.

Przed zaokragleniem Po zaokragleniu Po zaokragleniu

Ry = 0.126333 kX2 R =126.3 Q

ug(R) = 0.000906 £ up(R) =0.9 Q

n =20 n=20

Cr = 0.0002210045 F Cr,=221.0-1076 F Cr=221.0 pF
ug(C) = 0.00000057 F up(C)=0.6-1076 F ug(C) =0.6 uF
n=11 n=11 n=11

my = 17.350 ¢ my, = 17350.00 - 1076 kg mi = 17350.00 mg
Am = 0.00010 ¢ up(m) =0.06-1076 kg  uk(m)=0.06 mg
n=4 n=4 n=4

tan 30° = 0.57735027 tan 30° = 0.57735027
A(tan 30°) = 0.00000010  u(tan 30°) = 0.00000006
wynik z tablic wynik z tablic

2.5 Ocena niepewnosci w pomiarach posrednich

Podane dotad sposoby obliczenia wyniku koficowego oraz jego niepewnosci mozna stoso-
wac jedynie do rezultatéw pomiaréw bezposrednich. Gdy pomiary (wq,ws, ..., w,,) nie
stanowia koricowego celu eksperymentu i stuza do obliczenia innej wielkoSci fizycznej z,
koncowy rezultat oraz niepewnos¢ wielkosci z obliczamy w inny sposéb.

Zat6zmy, ze wielkoS¢ z wyznaczana jest za pomoca funkcji z = f(wy, wa, ..., wy),
do ktérej podstawiamy m wielkoSci w; uzyskanych z pomiaréw. Np. stata refrakcji K
wyznaczana jest za posrednictwem ciSnienia P i temperatury 7" atmosfery ziemskiej: K =

f(P,T).

Wyréznimy tu dwa przypadki:

e przypadek, w ktérym obserwacije w;, i = 1..m nie sa skorelowane,

e przypadek pomiaréw skorelowanych, w;, 7 = 2..m sa skorelowane.

Takie rozréznienie jest wazne przy obliczaniu zaréwno koficowego wyniku z jak i jej nie-
pewnosci standardowej uy(z).

Przez korelacje pomigdzy dwiema wielko$ciami pomiarowymi bedziemy rozumieli mia-
re¢ pewnej migdzy nimi wspétzaleznosci. Nie chodzi tu o jaka$ zalezno$¢ matematyczng
(funkcjonalng), ale o statystyczng nature tej zaleznosci. I’

?Przypadek ten obejmuje takze sytuacje gdy mamy do czynienia z funkcjami zaleznymi jedynie od jedne;j
wielko$ci pomiarowe;.
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2.5.1 Pomiary posrednie nieskorelowane

Warto$¢ koicowa wielkos$ci Z obliczamy za pomoca tej samej zalezno$ci funkcyjnej, w kt6-
rej zamiast warto$ci pomiarowych w; podstawiamy odpowiednie wartoSci koficowe w;, tych
wielkosci

Zi = [f(W1, W2, Ws, ..., W) (2.17)
Zaktadajac, ze dla naszych potrzeb adekwatng jest zlinearyzowana postac zaleznosci z =

f(wy,wa, ..., wy,), niepewnos¢ korficowa ug(z) (niepewnos$é ztozona) wielkosci z wyz-
naczamy za pomocg wzoru

m 2
up(z) = Z<af(w1’w2"”’w"’""w’”)> u? (w;) (2.18)

ow;
i=1 ’

przy czym, wszystkie wartodci pochodnych czastkowych obliczamy podstawiajac za w;
odpowiednie wartoSci koficowe (np. Srednie) w;. Oznacza to, ze zanim przystapimy do
obliczenia koficowych wartosci zj, oraz uy(z), wezesniej obliczamy wartosci koricowe w;
i ich niepewnosci u? (w;). I

2.5.2 Pomiary posrednie skorelowane

Podobnie jak poprzednio, w celu obliczenia koficowych wartosci 2, ug(z) musimy dys-
ponowaé wartoSciami koficowymi w;, u%(wz) wszystkich wielkosci stuzacych do wyz-
naczenia wielkosci z.

Warto$¢ koricowa 2z, obliczamy za pomoca formuty (2.17) natomiast by obliczy¢ kon-
cowe odchylenie standardowe uy(z), musimy dodatkowo uwzglednié iloczyny pierwszych
pochodnych liczonych wzgledem kazdej pary zmiennych w;, w;

2
@)= [T (L) )+

-1 6 ryrym a rerym
DY oy Pt Sty (w g (w (i, wj)

=

gdzie wspotczynnik korelacji 7 (w;, w;) zdefiniowany jest wzorem

s(ws, wy)

w(wr)ulw;) @19

r(wi, wj) =
Wspotczynnik ten jest miara korelacji pomigdzy zmiennymi w; i w;. Wystgpujaca we
wzorze (2.19) kowariancja s(w;, w;) wielkosci pomiarowych w; i w; zdefiniowana jest
formuta

n

1
s(wy, wj) = m Z(w%k — ui)i)(ij€ — 71)]') (2.20)
k=1

gdzie w; ;, w wyrazeniu pod znakiem sumy oznacza k-ty pomiar i-tej mierzonej wielkosci
fizycznej. I
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2.6 Statystyczna koncepcja rachunku wyréwnawczego

W rozdziale 2.2 w celu obliczenia koricowego rezultatu pomiaréw zastosowano Srednig
arytmetyczna, uczyniono to bez jakiegokolwiek uzasadnienia, co u czgsci czytelnikow wy-
wotato uczucie silnego niedosytu. By ten niedosyt ostabi¢ proponujemy rozwazania przy-
blizajace nas do uzasadnienia powszechnego stosowania Sredniej arytmetycznej jako war-
toéci koficowych wielkoSci pomiarowych.

Rozpatrzmy prosty przypadek pomiaru jednej wartoSci pewnej wielkoSci fizycznej, np.
pomiaru dtugosci, temperatury, napigcia na zaciskach opornika, etc. W takim przypadku
jest jasne, ze wobec problemu — ile wynosi np. ta dtugo§¢? — w celu uzyskania jednoz-
nacznej odpowiedzi wystarczy dokonaé jednego pomiaru. Tg informacjg zapisujemy jako
réwnosé ng = 1, bowiem w przypadku pomiaru dtugosci, minimalna liczba pomiaréw ng
konieczna do jednoznacznego rozwiazania postawionego problemu wynosi jeden. *

Jesli juz wiemy czego nam potrzeba i co nalezy czyniC, czyli juz dobrze znamy nasz
model pomiarowy, mozemy przystapi¢ do wykonania ny pomiaréw. Jednak w praktyce
zawsze wykonujemy ich wigcej, choéby ze wzgledu na mozliwo$¢ wystapienia pomyiki
(np. bledu przeoczenia). Tak przynajmniej postgpuje kazdy dobry praktyk.

Zatem, po zakonczeniu eksperymentu, dysponujemy n rezultatatami obserwacji, a po-
niewaz n > ng to mamy do dyspozycji obserwacje nadliczbowe. Nadmiar pomiaréw
wyrazamy jako réznicg

r=mn-—ng
zwana statystyczng liczbq stopni swobody.

Powstaje teraz ciekawa sytuacja. Gdy obserwacje wykazuja rozrzut, to z kazdego zbioru
ng obserwacji, wzigtego sposrdéd n obserwacji mozemy otrzymac inna warto$¢, np. inng
warto$¢ dlugosci zmierzonego przedmiotu. Zatem zbidr n rezultatow obserwacji nie opisuje
jednoznacznie rozwazanego problemu (modelu). Oczywista przyczyna tego stanu rzeczy sa
fluktuacje pomiarowe.

Ta szczeg6lna i nieprzyjemna sytuacja usuwana jest w nastepujacy sposob. Kazdy rezul-
tat obserwacji l; zastgpujemy jego estymatorem oznaczanym symbolem [;, ale takim, ze
kazdy podzbiér ng estymatoréw okre§la model pomiarowy doktadnie w ten sam sposéb.

Pozostaje jedynie podaé¢ metod¢ wyznaczenia estymatoréw, np. taka — kazdy z esty-
matoréw otrzymamy za pomoca poprawki dodanej do wartos$ci obserwowane;j

1:1:Z1+V1
{2212+V2
ls =13+ 3
in:ln+un

Poprawki v; tradycyjnie nazywane sa przez astronoméw i geodetéw residuami.

30czywiscie w innych problemach liczba ta moze by¢ wigksza.
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Tworzac odpowiednie macierze kolumnowe mozemy te zwiazki uja¢ w formie

A~

L=L+v

gdzie v jest macierzg residuow dodawanych do macierzy warto$ci obserwowanych L.

OczywiScie residua v musza by¢é wyznaczone przed estymatorami L. Istnieje nieskon-
czona liczba mozliwych zbioréow v, dla ktérych obliczone estymatory L okreslaja model
jednoznacznie. Logicznym * jest jednak oczekiwaé, ze jedynie jeden z takich zbioréw da
rozwiazanie optymalne.

Potrzebujemy wigc warunku (kryterium) optymalnos$ci i co moze nas zaskoczy, do dys-
pozycji mamy ich dos¢ sporo. Jednym z najpowszechniej wykorzystywanych w astronomii i
geodezji jest kryterium najmniejszych kwadratéw zaproponowane w koricowce X VIII stule-
cia przez K. Gaussa.

Procedure znajdywania zbioru estymatoréw L w oparciu o pewne kryterium nazywamy
opracowaniem (wyréwnaniem) pomiaréw. °

Oczywiscie dane pomiarowe mozna opracowywaé innymi prostszymi metodami. W
przypadku wyznaczenia dlugosci przedmiotu, postugujemy si¢ w tym celu Srednig aryt-
metyczng pomiaréw. Nam jednak potrzeba ogdlnej procedury, ktéra bedziemy stosowali w
problemach bardziej ztozonych od wyznaczania rozmiaru przedmiotu, temperatury ... .

Procedura wyréwnawcza, w ktérej jako kryterium optymalnosci zastosowano kryterium
najmniejszych kwadratéw, nosi nazwe metody najmniejszych kwadratéow (MNK). I

2.7 Metoda najmniejszych kwadratéow

W dalszej czgsci tego rozdziatu zaktadamy, ze interesujace nas obserwacje sa nieskorelowane
1 o jednakowej precyzji.

Kryterium najmniejszych kwadratow wymusza by wyznaczone residua v czynity zados¢
nastgpujacemu warunkowi

n
®=v'v=> v} — minimum (2.21)
=1

Zatem, w rachunku wyréwnawczym, obok nalozonego na estymatory L wymagania by
jednoznacznie opisywaty model pomiarowy, na residua v dodatkowo naktada si¢ warunek
najmniejszych kwadratéw.

Przyklad wyréwnywania obserwacji.
Problem. Wyznaczono odlegtos¢ za pomoca pomiaréw bezposrednich. Zgodnie z modelem

“W dawnych dobrych czasach nikt w tym miejscu nie méwilby o logice, zreszta catkiem stusznie. Po prostu
odwotano by si¢ do tzw. chlopskiego rozumu. Jednak dzigki stowu “logicznie “ wypowiadane zdania brzmia
madrzej i posiadaja dostojny naukowy charakter.

SRéwnie dobrze mozna by powiedzieé: procedure znajdywania wynikéw koricowych ... .
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tego zagadnienia, w celu jednoznacznego wyznaczenia odlegtosci wystarczyto wykonaé
jeden pomiar (ng = 1). Tymczasem wykonano ich dwa:

I =15.12 [y =15.14
gdzie jednostka pomiarowa byl metr. Zatem mamy:

n=2
r=n—ng=1

Rozwiqzanie. Poniewaz pomiary [y, [ r6znia sig, mamy do czynienia z niejednoznacznos-
cia, bowiem nie wiemy, ktéry z pomiaréw wybra¢ jako rezultat koicowy wyznaczanej od-
legtosci.

Alejak powiedziano wyzej, w celu usunigcia nejednoznaczno$ci, nalezy wyznaczy¢
wyréwnane warto$ci pomiaréw, czyli estymatory [1, lo. Trzeba to tak zrobi¢ by oba pomi-
ary opisywaty model jednoznacznie, co w tym przykladzie oznacza, ze musi by¢ spetniony
warunek

I —l=0 (2.22)

Réwnanie to nazywamy rownaniem warunkowym, a jego postaé a takze ich liczba (bo wa-
runkéw moze by¢ wiecej) zaleza od konkretnego problemu pomiarowego.

Estymatory wyznaczane sa za posrednictwem poprawek (residuéw)

5:1:l1+V1
lp =1+ 1

Powiedziano wczesniej, ze residua, dla ktérych estymatory spetniaja réwnanie warunkowe
(2.22) mozna wybra¢ na wiele sposobéw, np.:

v1 =0.0

V9 = —0.02
lub

VG = 0.01

vy = —0.01
lub

v = 0.015

vy = —0.005

Wszystkie powyzsze pary czynig zado$¢ warunkowi (2.22), ale jesli policzymy odpowiada-
jace im wartoSci funkcji (2.21), otrzymamy w metrach kwadratowych:

b, ==410"1*
by ==210"*
Py ==12.510"1

Sa to rézne wartosci, a ®o jest z nich najmniejsze, ale czy jest najmniejsze z wszystkich
mozliwych? Znalezienie odpowiedzi utatwi nam rysunek (2.2) przedstawiajacy geom-
etryczng interpretacj¢ zastosowania warunku najmniejszych kwadratéw w naszym prob-
lemmie. Osie ukladu wspétrzednych odpowiadaja pomiarowi numer 1 i 2, odpowiednio.
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1514F--------- Lin/i\awarunkow‘
A
(L,=1,=0)

1513 p---------

15.12 15.13 I

Rysunek 2.2: Interpretacja metody najmniejszych kwadratow zastosowanej w problemie
wyréwnywanina dwéch pomiaréw. Opis w tekscie.

Potozenie punktu A odpowiada warto$ciom obserwacyjnym [y i 2. Prosta o réwnaniu
lb—11=0

tzw. prosta warunkowa, reprezentuje warunek jaki musza speinié¢ estymatory I, 5 aby
model pomiarowy (wyznaczona dtugos¢) byt opisany jednoznacznie.

W omawianym przyktadzie procedure wyréwnywania obserwacji mozna wyobrazi¢ so-
bie jako zastgpowanie punktu A innym punktem, byle tylko znajdujacym si¢ na prostej
warunkowej. Jak widzimy mozna czynié to rzeczywiscie na bardzo wiele sposobdw, np.
postugujac si¢ wektorem AA; o dtugosci /@1 przesuwamy punkt A do punktu A;. Ale
réwnie dobrze mozemy postuzy¢ si¢ innymi wektorami Aj42, A:Zlg, e

Jednak ze wszystkich mozliwych jedynie jedna para vy, vo spetnia kryterium najm-
niejszych kwadratéw (2.21). Sa to residua, za pomoca ktérych punkt A przemiescit sig
w punkt As. Wektor A A, jako prostopadty do linii warunkowej ma najmniejsza dtugosé.

Residua, dla ktérych punkt A przemieszcza si¢ w Ao spetniaja warunek najmniejszych
kwadratow, a jednoczesnie punkt As lezy na prostej warunkowej, spetnia r6wnanie warunk-
owe. W ten sposob model postawionego problemu jest okre§lony optymalnie i jednoz-
nacznie. Pamigtajmy jednak, ze jest to optymalnie w sensie najmniejszych kwadratéw, bo
uzyskana przez nas odpowiedZ niekoniecznie jest najdoktadniejsza, najblizsza odpowiedzi
prawdziwej, bo tej przeciez nikt z nas nie zna.

Zatem ostatecznie w naszym przyktadzie wyréwnane warto$ci pomiaréw /1, lo wynosza
I} =l =15.13 [m]

Zauwazmy jeszcze, ze w przypadku dwdéch lub wigcej pomiaréw odlegtosci, jesli pomiary
maja jednakowa precyzj¢ oraz sa nieskorelowane, w celu znalezienia najlepszej” odleg-
oSci wystarczy obliczy¢ §rednig arytmetyczna

Iy + 12
2
Rzeczywiscie, dla wielu zagadnien szczegétlowych mozna poda¢ odpowiednie przepisy
pozwalajace na usunigcie niejednoznacznosci opisu badanego modelu. Warto jednak opanowaé
aparat pozwalajacy na wyroOwnanie obserwacji w kazdym przypadku. I dlatego w dalszych
wyktadach powrécimy do metody najmniejszych kwadratéw. I

=15.13 [m]

T =
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2.8 Dygresja matematyczna: propagacja niepewnosci, linearyza-
cja funkcji

Niemal powszechnie rezultaty pomiaréw stuza do obliczenia innych wielko$ci. Poniewaz
w dziedzinie wielkoSci pomiarowych mamy do czynienia z niepewno$ciami, naturalnym
jest, ze niepewnos$ci pojawia si¢ takze po stronie rezultatéw obliczen. Oszacowanie nie-
pewnosci warto$ci funkcji zaleznych od wielko$ci pomiarowych, nazywamy propagacja
nieopewnosci.

2.8.1 Przypadek jednowymiarowy
Niech x bedzie wielkoScia mierzona, y natomiast bedzie wielkoscia obliczong za pomoca
formuty liniowe;j
y=azr+b (2.23)
gdzie parametry a, b sa znane doktadnie.
Gdy z,, bedzie wartosScia doktadna to prawdziwe y;, wynosi
Yp = axp +b

Jesli za warto$¢ zmierzong polozymy v = x, + dx, to odpowiadajaca jej “zmierzona”
warto$¢ y wynosi

y=a(zy+dr)+b=ax,+ b+ adx

Yy =1yp+adr =y, +dy
Stad dy = adz. Z drugiej strony, z réwnania (2.23) mamy

dy

de
Zatem, btad obliczanej wielkoSci mozna wyznaczy¢ za pomoca rozZniczki zupetnej funkcji
1y, czyli

a

d
dy = Y dy (2.24)
dz
Przyrost dy obliczamy zawsze za pomoca (2.24) jesli rozwazana funkcja jest funkcja lin-
iowg (2.23).

Dla funkcji nieliniowych juz tak dobrze nie bedzie, np. dla funkcji kwadratowej y = 2,

btad dx propaguje do wartosci y zgodnie z formuta
dy

_|ay 2
dy = [dm]p dx + (dx) (2.25)

co przeciez nie jest rézniczka zupetna funkcji y = 2.

W praktyce, w przypadku funkcji nieliniowych propagacje¢ niepewnoSci szacuje si¢ za
pomoca formut przyblizonych, np. w przypadku funkcji kwadratowej w réwnaniu (2.25)
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y
funkcja oryginalna
p
y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
y’ -——F - - (i ********** | Ps pOSt?C
dy’ y o : zlinearyzowana
D | |
| OAX
A X
X0 X

Rysunek 2.3: Interpretacja geometryczna metody oszacowania propagacji niepewnosci Ax
z pomoca zlinearyzowanej formy funkcji y = f(z). Opis w tekscie.

odrzucany jest czton kwadratowy (dz)2. A taki zabieg jest rownowazny zastosowaniu
rézniczki zupeinej do zlineryzowanych form funkcji nieliniowych.

Podstawa linearyzacji funkcji jest szereg Taylora. Dla funkcji jednej zmiennej, y =
f(z), w otoczeniu pewnego z szereg Taylora ma postaé

d
dx .

gdzie yo = f(xo), Az = x — x0.

Ograniczajac si¢ w tym szeregu do formy liniowej i stosujac do niej metodg rézniczki
zupeinej mozemy dos¢ doktadnie oszacowaé propagacje niepewnosci z-sa w funkcji f(x).
Jak doktadnie? — zalezy to od postaci odrzuconych wyrazéw oraz od przyrostu Azx.

Interpretacje geometryczng efektu zaniedbania wyrazéw wyzszych rzedéw w szeregu
Taylora przedstawiono na rysunku 2.3. Funkcja f(z) zostaje zastapiona prosta styczna do
funkcji w punkcie O. Widzimy, ze dla przyrostu Ax, zamiast dy = y — yp, W oparciu o
forme liniowa bierzemy warto$¢ dy’ = y' — yo.

2.8.2 Przypadek wielowymiarowy

W przypadku funkcji wielu zmiennych y = f(x1,x2,...,2,) jej forma zlinearyzowana
bedzie

dy Jy Jy
= —_— A e A o ~ A n
y Yo + [8$1 :| 10 o * |:8LU2:| T20 2 - * |:8{En:| Tn0 ’

ktéra po wprowadzeniu oznaczenia [%} = j; przyjmie postaé
tdaio

Y =1Yo +j1A$1 +j2Al'2 + ... Jr]nAxn
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A tworzac odpowiednie macierze, wierszowa i kolumnowa otrzymamy

AZL’l
o | Arg
y=vo+ i, dz--dnl | .
Az,
Po dalszej kompresji
Y =y +JjAx (2.26)

Powyzsza technike mozna rozciagnaé na przypadek bardziej ogélny. Niech beda dane m
funkcji yy, ..., ym , z ktérych kazda jest funkcja n zmiennych z1, ..., xy:

Y1 = f1(9€1,$2, . ,ﬂﬁn)
y2 = fo(x1,22,. .., 2p)
Ym = fm($17$27 .. -;xn)

Kazda z tych funkcji mozna zlinearyzowaé w sposéb dopiero co opisany

10

y2 = y20 —'I— [%] 10 Al’l + o e + [g%}xno Axfn

10
a dalej

y1 = y10 + j11Ar1 + j12Az2 + ... + j1aAzy
Y2 = Y20 + Jo1Ax1 + joe Ay + ...+ JopAxy,

Ym = Ym0 + Jm1AT1 + jm2Ax2 + ... + jmndp
a w postaci zwartej

Y1 = Y10 +j1Ax
Y2 = Y20 + j2Ax

Ym = Ymo + JjmAX
Tworzac kolumnowe macierze y-grekéw, j-tow otrzymamy

Y1 Y10 J
= : + | ¢ | [Ax]
Ym Ym0 jm

i ostatecznie liniowa forma wektora y ma postac

y=yo+JAx
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Macierz pochodnych J, zwana jakobianem jest macierza o elementach

Oy 0y1

o ox1’ "0 Oxn
=2

8X OYym Oym

dr1’ "7 Oxn

Wartosci tych pochodnych podobnie jak i wartosci liczbowe sktadowych wektora y obliczyé

nalezy w punktach x1g, ..., Tpo. I



Rozdziat 3

Prawdopodobienstwo, rozklady,
parametry

Streszczenie

Nie ma komu napisaé

I nie wiadomo czy bedzie komu.

Stowa kluczowe: Definicje prawdopodobienistwa, prawdopodobienistwo a statystyka, pop-
ulacja, préba, rozktad prawdopodobienistwa, prawdopodobieistwo warunkowe, twierdze-
nie Bayesa, funkcja gestosci prawdopodobieristwa, dystrybuanta, rozktad wielowymi-
arowy, rozktad brzegowy, rozklad warunkowy, niezalezno$¢ zdarzefi, niezalezno$¢ zmi-
ennych losowych, warto$§¢ oczekiwana, wariancja, odchylenie standardowe, kowariancja,
korelacja,wspétczynnik korelacji, momenty centralne, momenty zwykte, asymetria funkcji
gestosci rozktadu prawdopodobieristwa, kurtoza, macierz wariancji-kowariancji, modalna,
mediana, kwantyle, decyle, fraktyle, nieréwnos¢ Czebyszewa. ¢ I’

“[Modyfikowano AD 2011, Marzec 03.]
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3.1 Wstep

Przedstawimy tu niektdre pojecia przydatne w opanowaniu metod opracowania obserwacji.
Pojecia te naleza dwéch pokrewnych dziatéw matematyki: prawdopodobiefistwa i statys-
tyki.

Prawdopodobienistwio jest narzedziem, ktérym w statystyce poslugujemy si¢ w celu
rozwiazania réznych probleméw. WeZmy taki przyktad. Pudetko zawiera 5 kul niebies-
kich, 5 czerwonych i 5 biatych. Zadaniem rachunku prawdopodobiefistwa jest udzielanie
odpowiedzi np. na takie pytanie — jesSli na chybit trafit wybrano jedna kulg, jakie jest
prawdopodobiefistwo, ze bedzie to kula niebieska? Zauwazmy, ze wczesniej wiedziano ile
1 jakie kule sa w pudetku.

W przypadku statystyki jest inaczej, nie wiemy co jest w pudetku i aby si¢ tego dowiedzie¢
wyciagamy zen co$ na prébe. Na podstawie préb wnioskujemy na temat tego co znajduje
si¢ w pudetku po czym stosujemy rachunek prawdopodoobiefistwa.

Statystyke wykorzystujemy w celu uzyskania ocen, sformutowania wnioskéw opartych
o0 zbidér danych pochodzacych z obserwacji. Statystyka jest powigzana z metodami pozyski-
wania, analizowania i interpretowania danych.

W oparciu o statystyke obserwator stara si¢ dokonaé wtasciwego osadu w obliczu nie-
wiadomej. Jedkak statystyka dostarcza jedynie narzedzi utatwiajacych podjecie decyzje,
nigdy nie prowadzi wprost do decyzji, ktéra nalezy podjaé.

3.2 Prawdopodobienstwo ’definicje’

Uzycie cudzystowu w tytule tego podrozdzialu ma na celu zwrécenie uwagi na trudnosci
wystepujace w klasycznych definicjach prawdopodobienstwa. Czytelnik na pewno za-
uwazy, ze w matematycznej definicji prawdopodobienistwa tkwi zatozenie jednakowego
pradwopodobienistwa zdarzen elementarnych, pojecia wlasnie definiowanego.

3.2.1 Prawdopodobienstwo matematyczne

Klasyczna matematyczna ’'definicja’ prawdopodobieristwa korzysta z pojecia uktadu zu-
petnego zdarzen. Chodzi tu o zdarzenia elementarne, wzajemnie si¢ wykluczajece i jed-
nakowo prawdopodobne.

Jesli w uktadzie zupelnym N zdarzen elementarnych, interesujacemu nas zdarzeniu F;
sprzyja mp; zdarzef to prawdopodobiefistwo zajScia zdarzenia E; mozna okre§li¢ jako

PIE] = m]\’f 3.1)

Te definicje ! da sie zastosowaé wszedzie tam gdzie potrafimy wyniki do§wiadczenia roz-
dzieli¢ na jednakowo prawdopodobne zdarzenia elementarne, ustali¢ ich ogélna liczbe oraz
liczbg zdarzen sprzyjajacych.

' A moze nalezatoby powiedzie¢ — sposéb obliczania prawdopodobieristwa.
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3.2.2 Prawdopodooobienstwo geometryczne

Prawdopodobienistwo mozemy réwniez oblicza¢ jako stosunek pewnych miar. Rozwazmy
taki przyktad. Strzelamy do wirujacej okraglej tarczy, ktérej wycinek réwny 1/6 poma-
lowano na zielono a pozostata czg$¢ na biato. Strzaly oddawane sa z niewielkiej odlegtosci,
mozna wigc przyjaé, ze po kazdym strzale trafienie w tarczg jest pewne oraz, ze prawdopo-
dobienstwo trafienia w dowolny punkt tarczy jest takie samo. > Interesuje nas prawdopodo-
biefistwo trafienia w wycinek zielony.

Natychmiastowe zastosowanie definicji (3.1) jest niemozliwe, bowiem nie potrafimy obli-
czy( liczby zdarzefi sprzyjajacych i liczby wszystkich zdarzed mozliwych. Mozemy jednak
skorzysta¢ z podszeptéw naszej intuicji (chtopskiego rozumu) i przyjaé, ze prawdopodo-
bienistwo jest réwne stosunkowi pola czgsci zielonej do pola powierzchni calej tarczy

gdzie S(mp;) oznacza pole powierzchni zielonego wycinka tarczy, S(N) pole powierzchni
calej tarczy.

Prawdopodobienistwo jest tu okreslone jako stosunek miar: miary S(mpg;) zdarzen sprzy-
jajacych elementarnych i jednakowo prawdopodobnych m g;, do miary wszystkich zdarzen
elementarnych N.

Ogdlny schemat takiej “definicji” prawdopodobieristawa ma postaé

P[E;] = nuara mp; (3.2)

miara N

gdzie miara mpg; i miara N to miary zdarzen sprzyjajacych i wszystkich mozliwych.

Wiele probleméw praktycznych dotyczacych wyznaczenia prawdopodobiefistwa spro-
wadza si¢ do obliczenia stosunku miar geometrycznych pdl, dlugosci, katéw etc. Dlatego
prawdopodobienistwo okre§lone wzorem (3.2) czgsto nazywane jest prawdopodobieristwem
geometrycznym.

Stosowanie formuty (3.2) wymaga upewnienia si¢ czy ma miejsce odpowiednio$¢ (pro-
porcjonalnos$¢) miedzy dana miarg i liczba mozliwych wynikow.

3.2.3 Prawdopodobienstwo czestosciowe

Jesli nie mozemy zastosowaé formut (3.1) i (3.2) mozemy sprobowaé postuzyc¢ si¢ statysty-
czng, czestosciowq “definicja” prawdopodobienstwa. Jest to jedna z klasycznych definicji
prawdopodobienistwa oparta o eksperyment, w ktdrej korzystamy z pojecia czestosci. Cho-
dzi tu o prawdopodobienistwo rozumiane jako granica stosunku liczby n wystapien intere-
sujacego nas zdarzenia Ejy do liczby N realizacji wszystkich zdarzeh E, tzn.

. n
PlEg] = lim (3.3)

2Pomijamy rozmiary kuli i traktujemy ja jako punkt.
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3.3 Aksjomatyczne ujecie prawdodpodobienstwa

W teorii prawdopodobienstwa podane wczesnniej “definicje” prawdopodobieristwa, nie znaj-
duja juz zastosowania. W zamian, dobierany jest uktad pewnikéw okreslajacych niek-
tore podstawowe wlasnosci prawdopodobieristwa, czyli proponuje si¢ aksjomatyczne ujecie
prawdopodobienistwa.

Pojeciem pierwotnym w aksjommatycznej teorii jest pojecie zbioru zdarzen elemen-
tarnych E, wzajemnie wykluczajacych si¢. Z elementéw tego zbioru mozna utworzy¢ zda-
rzenia Z begdace podzbiorami zbioru E, w szczegblnosci zdarzenie niemozliwe, rozumiane
jako zdarzenie nie zawiarajace zadnego zdarzenia elementarnego (zbiér pusty), oraz zda-
rzenie pewne, zawierajace zbiér F/ w catosci.

Zbioér zdarzen elementarnych F moze by¢ zbiorem skoficzonym, przeliczalnym albo
mocy continuum. W tym ostatnim wypadku, zbiér zdarzefi Z nie zawiera wszystkich
podzbioréw zbioru F, nie zawiera wigc wszystkich mozliwych zdarzen. W teorii aksjo-
matycznej rachunku prawdopodobieristwa ograniczamy si¢ do takiego zbioru Z, ktéry jest
ciatem borelowskim podzbioréw zbioru F.

Mozemy teraz poda¢ co w matematyce rozumiane jest przez pojecie zdarzenia losowe-
go. Zdarzeniem losowym nazywamy kazdy element borelowskiego ciata Z.

Borelowskie ciato zbioréw, (o cialo). Jest to zbiér Z, podzbioréw pewnego zbioru
zdarzen elementarnych F, majacy podane nizej wlasnosci 1-5. Elementy zbioru Z
nazywamy zdarzeniami losowymi (Patrz Lit.[4]).

1. Zbiér Z zdrzen losowych zawiera — jako element — zbiér E zdarzen elemen-
tarnych.

2. Zbiér Z zdrzen losowych zawiera — jako element — zbidr pusty.

3. Jezeli zdarzenia A; i Ag naleza do zbioru Z, to ich r6znica réwniez nalezy do
zbioru Z.

4. Jezeli zdarzenia Ap, A, ..., w ilosci skoniczonej lub przeliczalnej, naleza do
zbioru Z, to ich alternatywa réwniez nalezy do zbioru Z.

/\ A=A UAU..=>AcZ
A €Zi=1...

5. Jezeli zdarzenia A;, Ao, ..., w iloSci skoriczonej lub przeliczalnej, naleza do
zbioru Z, to koniunkcja tych zdarzefi réwniez nalezy do zbioru Z.

/\ A=A1NAsN..=>AecZ
A €Zi=1...

Wiasnosci 1-2 oznaczaja, ze zbidr Z zdarzen losowych zawiera, jako elementy, zda-
rzenie pewne 1 zdarzenie niemozliwe.
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W kolejnym kroku, na elementach zbioru Z (o ciata) wprowadzona jest miara P posia-
dajaca okres§lone wtasno$ci w ramach pewnego uktadu pewnikéw. Istniejg rézne aksjoma-
tyzacje (zestawy pawnikow) rachunku prawdopodobienistwa, za klasyczng uznano aksjo-
matyzacj¢ zaproponowang w roku 1933 przez A. Kotmogorowa, podang ponize;j.

Niech A, B bgda elementami borelowskiego ciata Z, wéwczas

1. kazdemu zdarzeniu A odpowiada liczba nieujemna zwana jego prawdopodobiefi-
stwem

P[A] >0

2. dlapary zdarzen A i B (zdarzenia wykluczajace sig, roztaczne), prawdopodobienstwo
zajScia zdarzenia (A lub B) jest rowne

P[AV B] = P[A] + P[B]

3. zdarzeniu {2 odpowiada prawdopodobienstwo

PO =1

Zdarzenie €2 moze by¢ uwazane za zdarzenie polegajace na wystapieniu dowolnego ze
zdarzen ciata o.

Za pomoca tych aksjomatéw mozna wydedukowac inne bardziej lub mniej ztozone
twierdzenia i wnioski dotyczace prawdopodobienistw zdarzeni elementarnych i ztozen zdarzei
elementarnych. Zdarzenia zlozone moga by¢ zdarzeniami niewykluczajacymi si¢, czyli
takimi, ktére stanowia przekrywajace si¢ zbiory zdarzen elementarnych. I

3.4 Wlasnosci prawdopodobienstwa

Niech darzenie A bedzie zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. poniewaz suma A U A
tych zdarzen wynosi {2, to z aksjomatu 2 i 3 mamy

PlAV A] = P[A] + P[A] =1

A korzystajac jeszcze z aksjomatu 1 mamy, ze dziedzing warto$ci prawdopodobiefistwa jest
przedziat

0<P[A] <1

Z aksjomatu 2 mozemy wydedukowac bardziej ogélne twierdzenie dotyczace zdarzen wza-
Jjemnie roztacznych A, B, C, . ..

P[AVBvVCV..|=P[A+ P[B]+ P[C] +... (3.4)

Jednak aksjomatyczne ujecie prawdopodobienistwa nie pozwala na okreslenie wartoSci praw-
dopodobienstwa wystapienia jakiego$ zdarzenia A. Do tego celu musimy postuzy¢ si¢ np.
klasycznym podejsciem z podrozdziatu 3.2.
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Rysunek 3.1: Ilustracja graficzna pomocna przy wyprowadzeniu praw dodawania i mnoze-
nia prawdopodobienstw oraz przy wprowadzeniu koncepcji pradwopodobiefistwa warunk-
owego.

3.4.1 Prawdopodobienstwo sumy zdarzen

Podejscie klasyczne wykorzystamy jeszcze do wyprowadzenia wzoru na prawdopodobieni-
stwo sumy zdarzen, ktore nie sa roztaczne.

Zdarzenie A € Z, czyli podzbidr sktadajacy si¢ z pewnej liczby zdarzen elementarnych
E; jest zdarzeniem nieelementarnym, zdarzeniem ztozonym. Wystapienie zdarzenia ztozonego
A bedzie miato miejsce jesli wystapi co najmniej jedno ze zdarzer elementarnych E; wcho-
dzacych w sktad podzbioru A. Prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi P[A]. Inne zda-
rzenie ztozone B € Z bedzie rowniez podzbiorem zbioru zdarzefi elementarnych E;, przy
czym pewna ich liczba moze takze wchodzié do podzbioru definujacego zdarzenie A. Prow-
dopodobienstwo wystapienia B wynosi P[B].

Sytuacje o jakiej mowa zilustrowano na rysunku 3.1. Zbiér E' zawiera pewng skoficzong
liczbg N zdarzer elementarnych F;. Zdarzenie A sktada si¢ z m 4 zdarzen elementarnych,
zdarzenie B zawiera ich mp. Liczba punktéw objetych czgscia wspdlna obu obszaréw A i
B wynosi manpg.

Zgodnie z definicja (3.1) prawdopodobienistwo zdarzenia A, czyli zdarzenia polega-
jacego na wyborze dowolnego punktu z obszaru A wynosi

ma

PlA] = —

4] = =2
Prawdopodobiernistwo zdarzenia B wynosi

mp

PB] = —

B = "

Interesuje nas prawdopodobienistwo wystapienia ktéregokolwiek ze zdarzen A lub B z ry-
sunku (3.1), co zapisujemy jako P[A V B]. Poniewaz zdarzenia te nie sa zdarzeniemi
roztacznymi, nie mozemy korzysta¢ z aksjomatu 2. Ale gybySmy znali liczbge zdarzen
sprzyjajacych zdarzeniu A V B, wéwczas w celu obliczenia P[A V B] moglibySmy zas-
tosowac definicj¢ (3.1). Nietrudno jest ustali¢ liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu AV B,
wynosi ona

MAVB = MA +MpB — MAAB (3.5)
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Od sumy liczb zdarzen sprzyjajacych zdarzeniom A oraz B nalezy odjac liczbe zdarzen
sprzyjajacych jednoczesnemu ich wystapieniu, ktdra zostata uwzgledniona zaréwno w m 4
jak i mp czyli dwukrotnie.

Gdy podzielimy obie strony réwnania (3.5) przez N, czyli przez liczbg wszystkich
zdarzen elementarnych w zbiorze F, na mocy definicji (3.1) bedzie

P[AV B] = P|A] + P[B] — P|[AA B (3.6)

Jest to wzdr na obliczanie sumy dwdéch zdarzen nieroztacznych.

3.4.2 Prawdopodobienstwo warunkowe

Dla zdarzen ztozonych nieroztacznych bedacych podzbiorami zdarzeri elementarnych, mo-
zemy pojecie prawdopodobienistwa uogdlni¢ do prawdopodobieristwa warunkowego. W
tym celu prze$§ledZmy nastgpujaca sytuacje.

Niech bedzie wiadomym, ze zaszto zdarzenie A. Ile woéwczas wynosi pradwopodobieri-
stwo zajScia rowniez zdarzenia B, nieroztacznego z A?

Odpowiedz tatwo ustali¢ za pomoca definicji (3.1). Bowiem wobec warunku — wys-
tapito A — zamiast na calym zbiorze F, koncentrujemy si¢ jedynie na zdarzeniach ele-
mentarnych z obszaru A, ? i tylko przy takim warunku interesuje nas prawdopodobieristwo
wystapienia zdarzenia B. A to oznacza, ze interesuja nas jedynie te zdarzenia elementarne
wchodzace do B, ktdre naleza takze do A czyli interesuja nas zdarzenia z obszaru wspol-
nego A A B.

Biorac stosunek liczby m 4 g zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu BA A do
liczby m 4 wszystkich zdarzen elementarych w A mamy, ze prawdopodobieristwo zdarzenia
B pod warunkiem wystapienia A wynosi

MAAB

PlB|A] =20

Podobnie, gdy pytamy o prawdopodobiefistwo zajscia A pod warunkiem wystapienia B,
mamy

MAAB

PlA|B) = "4

Gdybysmy zapytali o prawdopodobienstwo P[A A B| wystapienia zdarzenia A A\ B (bezwa-
runkowego), to zgodnie z definicja (3.1) bedzie

MAAB
N

P[ANB] =
a rozszerzajac ten ulamek o m 4 mamy

maA MANB

3Zdanie — zaszto zdarzenie A oznacza, ze wystapito ktére§ ze zdarzen elementarnych nalezacych do A.
Nie interesuja nas pozostale zdarzenia w zbiorze E, bo na pewno Zadne z nich nie zadzlo. Ale mozliwym jest,
ze jest to zdarzenie elementarne, ktére oznacza, ze zaszto takze zdarzenie B.
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a wigc wobec ustalen wczesniejszych ostatecznie mamy

P[A A B] = P[A]P|B|A] (3.7)
HEMZP%@M (3.8)

W oparciu o definicj¢ (3.8) mozemy zdefiniowac regute prawdopodobieristwa catkowitego.
Jesli w pewnym eksperymencie wynik jest jednym z N mozliwych zdarzei A; wzajemnie
si¢ wykluczajacych, dla ktérych

O=A1+Ay+...+ Ayx

to jak wynika z réwnan (3.8) i (3.4) prawdopodobiefistwo wystapienia dowolnego zdarzenia
B C Q wynosi

N
P[B] =Y P[A)|P[B|Aj] (3.9)

=1

Twierdzeniem taczacym P[A|B] i P[B|A] jest twiedzenie Bayesa, zgodnie z ktérym dla
zbioréw A i B (sktadajacych si¢ ze zdarzen elementarnych) zachodzi

P[A|B] = P|B|A|P[A]/P|B] (3.10)
Wzér (3.10) nazywa si¢ wzorem Bayesa albo wzorem na prawdopodobieristwo a poste-
riori. Bowiem, okresla on prawdopodobienstwo zrealizowania zdarzenia A po wystapi-

eniu zdarzenia B. Wyrazenie P[A] dotyczy tzw. prawdopopdobieristwa a priori
wystapienia zdarzenia A.

3.4.3 Niezalezno$¢ zdarzen

W oparciu o to co powiedziano wyzej mozemy zdefiniowaé pojecie niezaleznosci zdarzen.

Dwa zdarzenia A i B uwazamy za statystycznie niezaleznie, jesli fakt wystapienia zdarzenia

A nie pociaga zmiany prawdopodobienistwa wystapienia zdarzenia B, tzn. gdy
P[B|A] = P[B]

A korzystajac z (3.7) dla zdarzeni niezaleznych mamy

P[A A B] = P|A]P|B] 3.11)
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3.5 Zmienna losowa

Prawdopodobienistwo dotyczy zdarzen losowych bedacych rezultatem rzeczywistych badz
hipotetycznych zjawisk losowych. Zjawiska te jak np. rzut kostka, pomiar kata, koricza si¢
w jaki$ okreslony sposéb, dajac takie czy inne wyniki. Jesli zjawisko moze zakonczy¢ sig
na wiele réznych sposobéw, kazdemy z tych sposobéw przypisujemy pewna liczbe — x
zwang ex usu zmienna losowa (zmienng stochastyczna).

Od innych zmiennych, zmienna losowa r6zni si¢ tym, ze w stosunku do niej mozemy
pyta¢ o dwie rzeczy: o to jaka przyjmuje warto$¢, np. 5 oczek w zjawisku rzutu kostka,
ale mozemy tez zapytaC czy wystapienie 5-ciu oczek zdarza si¢ czgsciej niz 4-rech, czyli
mozemy pytaé o zwigzane z tymi warto$ciami prawdopodobieristwa.

Przydziatlu (przyporzadkowania) prawdopodobieristw warto§ciom zmiennej losowej do-
konuje si¢ w rézny sposob, ale najwygodniej postuzy¢ si¢ w tym celu formuta matematy-
czna, nazywang funkcja rozktadu prawdopodobienstwa. I w tym sensie, zmienna losowa
Jjest funkcjq.

Rachunek prawdopodobiefistwa i statystyke stosujemy w celu ujecia losowych wilas-

nosci badanego fragmentu rzeczywistosci. Ujgcie to stanowi matematyczny model badane;j
rzeczywistosci okre§lony przez pewien zestaw praw, zmiennych i parametrow.
Zbiér wszystkich mozliwych elementéw badanego fragmentu rzeczywistosSci jaki nalezato-
by przebadaé nazywamy populacjq. O populacji mozemy réwniez pomysleé jako o zbiorze
wszystkich mozliwych wartosci, ktére moze przyja¢ dana zmienna losowa. A wigc, popu-
lacja to zbidr wszystkich mozliwych wynikéw zjawiska statystycznego zwiazanego z dang
zmienng losowa. Zbidr ten moze by¢ zbiorem skoiczonym (zmienna losowa dyskretna) jak
i nieskoficzonym (zmienna losowa ciagta).

Tymczasem w praktyce zawsze mamy do czynienia ze skoficzona liczba danych ob-
serwacyjnych, z tzw. probgq, ktora reprezentuje dana populacje. Przebadanie wszystkich el-
ementéw populacji moze by¢ nieoptacalne lub po prostu niemozliwe. Dlatego wybieramy z
populacji pewna liczbg elementéw i w tak ograniczonej prébie dokonujemy szczegétowych
analiz. Na ich podstawie wyciagamy wnioski, formutujemy zdania dotyczace populacji,
z ktérej préba pochodzi. Oznacza to, ze na uzyskane wnioski, w pewnym stopniu wpty-
waja: sposéb pobrania préby i jej rozmiary. Im wigkszy rozmiar préby * tym bardziej
godne zaufania beda uzyskane rezultaty.

W procesie pobierania proby trzeba zapewni¢ by nie mialy miejsca jakiekolwiek sys-
tematycznos$ci, gdyz rezultaty uzyskane z niewtasciwie wybranej préby moga okazaé sig
nieadekwatne dla calej populacji. By takie zagrozenie oddali¢ potrzeba pewnoSci, ze po-
bieramy prébg w sposdb przypadkowy, tzn. kazdy element populacji musi mie¢ jednakowe
szanse zostania wybranym do préby, wybér kazdego elementu préby powinien by¢ nieza-
lezny od pozostatych wyboréw.

Zbidér wszystkich mozliwych wartos$ci zmiennej losowej Z, razem z odpowiadajacymi
im prawdopodobiefistwami stanowi idealny punkt wyjscia do orzekania czegokolwiek lo-
sowego na temat populacji. I’

*Na szczescie, rozmiar préby nie musi byé bardzo duzy by wnioskowanie w oparciu o prébe dato wiary-
godne informacje o catej populacji.
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3.5.1 Dystrybuanta

Rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej okreslony jest w dwojaki sposéb: za po-
mocg funkcji dystrybucji prawdopodobienistwa (dystrybutanty) lub za pomoca funkcji ges-
tosci prawdopodobiefistwa.

Dystrybuante F'(z) dla zmiennej losowej Z, definiuje si¢ jako
Pz < z] = F(x) (3.12)

Co nalezy czytaé nastgpujaco: prawdopodobieristwo, ze zmienna losowa T przyjmuje war-
tosci mniejsze od x wynosi F'(x). > Poniewaz ex axiome, P[i ...] € [0,1]], dystrybutanta
czyni zado$¢ nastgpujacym warunkom brzegowym:

lim_F(z) =0 (3.13)
lim F(z)=1
T—>+00

Definicja (3.12) dotyczy zaréwno dyskretnej jak i ciaglej zmiennej stochastycznej.l”

3.5.2 Funkcja gestosci

Druga funkcja wykorzystywana do obliczenia wartosci prawdopodobienstwa jest tzw. fun-
kcja gestosci prawdopodobienstwa f (). Jest to koncepcja analogiczna do koncepcji ges-
tosci stosowanej w fizyce. Funkcja gestosci pozwala na obliczenie prawdopodobieristwa
odpowiadajacego pewnemu przedzialowi Az zmiennej losowej, patrz rysunek 3.2. Za-
ktadajac ciagtos¢ i r6zniczkowalno$¢ obu funkcji F'(z) i f(z), mamy nastgpujace zwiazki

Flz) = /_ " f(r)ydr (3.14)
f@)=8gf) (3.15)

Z réwnafi tych mozna wydedukowaé nastgpujace wtasnosci:

1. prawdopodobienstwo, ze T € [z1, z2) Wynosi
2
Plz1 <& < x3] = F(xg) — F(x1) = / f(r)dr (3.16)
1

Odpowiada ono zaczernionemu obszarowi na rysunku 3.2.

2. prawdopodobiefistwo, ze £ < x1 wynosi

Pl—0o <z <x1]=F(x1) — F(—00) = /_I1 f(r)dr (3.17)

5Symbol x bez tyldy oznaczaé bedzie warto$¢é biezaca zmiennej losowej, natomiast zmienng losowa
bedziemy zawsze oznaczaé z tylda, np. Z.
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£(x)

X X

Rysunek 3.2: Wyznaczenie prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej ciagtej za pomoca
rozktadu danego za pomoca funkcji gestosci f(x). Powierzchnia zaczernionego obszaru
odpowiada prawdopodobieristwu, ze zmienna & przyjmie wartos¢ z przedziatu [z, 2]

3. prawdopodobiefistwo, ze £ > x1 Wynosi

Play < 7 < o] = F(00) — F(ay) = /Oo F(r)dr (3.18)

Ponadto o samej funkcji ggstosci mozemy powiedzieé, ze:

1. funkcja gestosci jest nieujemna f(xz) > 0 dla wszystkich z,

2. funkcja gestosci jest unormowana do jednosci
oo
/ flx)dx =1
—0o0

Dowolna funkcja, jesli ma by¢ funkcja gestosci prawdopodobiefistwa musi spetniaé¢ oba
powyzsze warunki.

Funkcja gestosci dotyczy catej populacji i w praktyce okreslana jest za pomoca kilku
liczb (zmiennych) czgsto zwanych parametrami. Funkcja gestosci jest w pelni okreSlona
przez te parametry, np. przez warto$¢ srednia i odchylenie standardowe.

3.6 Rozklady wielowymiarowe

W wielu sytuacjach praktycznych napotykamy na wigksza liczba zmiennych losowych. Np.
rezultaty obserwacji potozenia ciata na sferze (wyznaczenie pary liczb) stanowia zmienng
losowa dwuwymiarowa.

Dla takiej zmiennej niezbednym jest wprowadzenie nowych koncepcji. Kazda sktadowa
losowej pary mozemy rozpatrywaé niezaleznie od pozostalej, bowiem istnieje zwiazany
tylko z nig rozktad prawdopodobieristwa. Ale do opisu prawdopoddobieristwa tacznego
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Rysunek 3.3: Wyznaczenie prawdopodobieistwa zdarzenia dla zmiennej losowej
dwuwymiarowej Z, y wymaga postuzenia si¢ taczna funkcja gestosci f(z, y). Prawdopodo-
biefistwo jest réwne objgtosci ograniczonej ptatem powierzchni f(z,y), ptaszczyzna XY
oraz czterema pionowymi ptaszczyznami x = x1,x = T2,y = Y1, Y = Yo.

wystapienia danej pary wspoétrzednych potrzeba czego$ wigcej. I tak, dla zmiennej dwu-
wymiarowej (Z,7) mamy dwuwymiarows funkcj¢ dystrybucji F'(x,y), pozwalajaca na
obliczenie tacznego prawdopodobieristwa zdarzenia £ < x oraz §y < y, tzn.:

F(z,y) = P& <z,§<y) (3.19)
gdzie x, y stanowig biezace wartosci zmiennej losowej dwuwymiarowej (Z, ).

Funkcja f(z,y) bedzie dwuwymiarowa taczng funkcja gestosci prawdopodobieristwa.
Zakltadajac jej ciaglos¢ i rézniczkowalno§¢ mamy:

F(z,y) = /:v /y f(u,v)dudv (3.20)
_ PF(z,y)
flz,y) = “owy (3.21)

Poniewaz P[Z, 9] € [0, 1]

lim F(z,y)=0

T, Yy——00

lim F(z,y)=1 (3.22)

T, y—+00
Natomiast prawdopodobieristwo, ze = € [x1,x2) 1y € [y1, y2) Wynosi
€2 Y2
Plz1 <2 <zo,y1 <Y <yo] = / / f(u,v)dudv (3.23)
x1 Y1

Rysunek 3.3 przedstawia geometryczng ilustracj¢ dwuwymiarowego rozktadu prawdopo-
dobieristwa. Prawdopodobienstwo dane réwnaniem (3.23) reprezentowane jest przez obje-
to$¢ ograniczona ptatem powierzchni f(z,y), ptaszczyzna XY oraz czterema pionowymi
plaszczyznami x = x1,x = T2,y = Y1,y = Y2.
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Dla przypadku n-wymiarowego, czyli zjawisk opisywanych przez n zmiennych loso-
wych mozna utworzy¢ wektor losowy x

X = [Z1, %0, ... )T

Jego taczng funkcja gestosci bedzie
f(x) = f(x1,29,...,24)

Wielowymiarowa funkcja dystrybucji prawdopodobienstwa, czyli dystrybuanta ma postaé
F(x) = F(x1,x2,...,2y)

Prawdopodobienistwo, ze wektor losowy X bgdzie mniejszy od wektora x, wynosi:

F(x) =P[x <x] = P[Z1 < x1,%2 < T2,...,Tn < Tp]

Przypadek jednowymiarowy i wielowymiarowy obok pewnych analogii r6znig si¢ na
tyle, ze dla n > 2 zachodzi koniecznos$¢ sformutowania dodatkowych pojeé statystycznych
jak: rozktad brzegowy, rozktad warunkowy, pojecie niezaleznosci zmiennych losowych.

3.6.1 Rozklady brzegowe

Rozktady brzegowe otrzymujemy z n-wymiarowego rozktadu (n > 2) poprzez pominigcie
rozktadéw jednej lub wigkszej liczby sktadowych wektora losowego x. Np. dwuwymia-
rowy taczny rozktad dla zmiennych losowych z i y daje si¢ zredukowa¢ do jednowymi-
arowego rozkladu brzegowego dla zmiennej z, gdy zignorujemy jej stochastyczny zwiazek
ze zmienng y (o ile taki zwigzek istnieje). Technicznie uzyskuje si¢ to przez przyjecie
w formulach wartosci gérnego kresu dla ignorowanej zmiennej g, czyli w dystrybuancie
F(x,y) (réwnanie (3.20)) ktadziemy y = oo . W rezultacie, dystrybutanta rozktadu brze-
gowego zmiennej & dana jest jako taczne prawdopodobieiistwo przyjecia przez & wartosSci
mniejszych niz z, a dla § warto$ci mniejszych od nieskoficzonosci, czyli dowolnych war-
tosci:

Fo(z) =F(z,00) =PlZ <2,y < 0] = /xl /00 f(u,v)dudv (3.24)

Funkcja gestosci tacznego prawdopodobieristwa f(z,y) redukuje sig wéwczas do formy
brzegowej

o0
fm(z) = / f(u,v)dv (3.25)
—00
co dalej prowadzi do brzegowej dystrubutanty zmiennej z:
€T
Fo(z) = / fm(uw)du (3.26)
—00

Rozszerzajac t¢ koncepcje na przypadek n wymiarowy mozna otrzymac brzegowe rozktady
dla wszystkich kombinacji zmiennych losowych.
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3.6.2 Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Niech F'(z,y) oznacza dystrybutante tacznego rozktadu prawdopodobiefistwa dwuwymi-
arowej zmiennej losowej Z i . Niech F} (z) i F5(y) oznaczaja odpowiednie dystrybutanty
brzegowe. Zmienne losowe I i § uwazamy za niezalezne jesli

F(x,y) = Fi(z)F2(y) (3.27)

co przy zatozeniu ciagtosci funkeji Fi(x), Fo(y) prowadzi do analogicznego zwiazku po-
migedzy odpowiednimi funkcjami ggstosci

f(x,y) = fi(x) f2(y) (3.28)

Roéwnanie (3.28) daje sig fatwo rozszerzy¢ na przypadek n wymiarowy, mianowicie:

f(l'l,l‘g, ) ‘Tn) = fl(xl)f2(x2) s fn(xn) (329)

Koncepcja niezaleznosci dwéch lub wigkszej liczby zmiennych losowych jest konsekwencja
koncepcji niezaleznoSci zdarzen losowych. Jak pamietamy, dwa zdarzenia (zjawiska) sa
niezalezne jesli prawdopodobiefistwo zajScia zdarzenia lacznego, rowne jest iloczynowi
prawdopodobienistw zajScia kazdego ze zdarzef z osobna, patrz réwnanie (3.11). Ale musi-
my tu rozrézniaé niezaleznos¢ stochastyczna (losowa) od niezalezno$ci funkcjonalnej zmi-
ennych. Dwie zmienne moga by¢ niezalezne funkcjonalnie, ale nie musza by¢ niezalezne
stochastycznie. I’

3.6.3 Rozklady warunkowe

Koncepcja warunkowego rozktadu prawdopodobienistwa, definiowana jest analogicznie do
prawdopodobiefistwa warunkowego P[B|A] — prawdopodobieristwa wystapienia zdarze-
nia losowego B pod warunkiem zajScia zdarzenia A. Analogicznie rozktad warunkowy
zmiennych (g | &) jest to rozklad zmiennej losowej § przy ustalonej warto$ci zmien-
nej Z, utworzony z dwuwymiarowego rozktadu zmiennych losowych Z i g oraz z funkcji
f1(x) rozktadu brzegowego zmiennej &. Warunkowa funkcja gestosci dla zmiennej 3 przy
ustalonej warto$ci £ = x ma postac

flyla) = (3.30)
Koncepcje niezaleznosci zmiennych losowych i rozktadu warunkowego sg ze soba powia-
zane. JeSli zmienne stochastyczne Z i § sa niezalezne, wéwczas warunkowy rozklad zmi-
ennej § przy ustalonej wartoSci zmiennej 2 jest taki sam dla dowolnego z, i vice versa.
Wykorzystujac podane wyzej oznaczenia mozemy napisac:

flzy) _ @) faly)
fi(z) fi(z)

Zatem w przypadku niezaleznoS$ci statystycznej, przyjecie przez zmienng T takiej czy innej
wartosci, nie ma wptywu na rozklad warunkowy zmiennej g, ktory jest identyczny z rozkla-
dem brzegowym zmiennej §. I’

flylz)= = fa(y) (3.31)



46 Prawdopodobienstwo, rozklady, parametry

3.7 Parametry rozkladu: nadzieja matematyczna, momenty i
korelacja

Funkcja gestosci i funkcja dystrybucji prawdopodobienistwa daja si¢ scharakteryzowac za
pomoca réznych parametréw, pozwalajacych na ustalenie ich wilasnosci. Jednym z takich
parametréw jest wartos$¢ Srednia zmiennej losowej, ktére w statystyce znane jest takze pod
takimi okreSleniami jak warto§¢ oczekiwana, nadzieja matematyczna, warto$¢ przecigtna.

E

3.7.1 Warto$¢ oczekiwana

Wartos¢ oczekiwana E[Z] (jesli istnieje), definiowana jest jako pewna typowa wartoS¢ i,
zmiennej losowej &, obliczona z wszystkich mozliwych wartodci zmiennej . Typowa
W tym znaczeniu, ze w danym zjawisku losowym powinniSmy si¢ spodziewaé rezultatu
bliskiego wtasnie tej wartosci.

W przypadku zmiennej dyskretnej obliczamy ja jako sume wszystkich mozliwych war-
tosci x; zmiennej &, pomnozonych przez odpowiadajace im prawdopodobiefistwa P[z;]

E[#] = pz = »_ 2;P[x}] (3.32)
=1

Wyrazenie (3.32) pozwala na ustalenie gdzie ma korzenie nazwa warto$¢ Srednia zmiennej
Z. Mianowicie, jeSli mamy n mozliwych wartoSci x; zmiennej z, o jednakowych prawdo-
podobienstwach P[x;] = 1/n, wéwczas warto$¢ oczekiwana . jest identyczna ze Srednia
arytmetyczng wartosci x; . Jesli prawdopodobieristwa P[x;] nie sa sobie réwne, réwnanie
(3.32) prowadzi do pojecia Sredniej arytmetycznej wazonej. Wagi poszczegdlnych wartosci
x; sa w takim przypadku proporcjonalne do odpowiadajacych im prawdopodobienistw.

Dla zmiennej losowej ciagtej & o ciagtej funkcji gestosci f(x), warto§¢ oczekiwana
dana jest za pomoca catki

o

Bl7] = / o f (x)dz (333)
—0o0

Definicje (3.33) mozna uog6lni¢ np. na przypadek, w ktérym interesuje nas warto$¢ oczeki-

wana pewnej funkcji g(Z) zmiennej losowej Z, o funkcji gestosci f(z). Wowcezas typowa

warto$¢ funkcji (), jej wartos¢ Srednia obliczamy za pomocg wyrazenia

Elo(@) = | " 9@ f(@)de (3.34)

— o0

Definicje¢ (3.34) mozna rozszerzy¢ na przypadek dwodch i wigkszej liczby zmiennych
losowych. Jesli dla wektora dwuwymiarowego X = [Z1, #2]” o rozktadzie facznym danym
ciagta funkcja f(z1, z1), dana jest funkcja g(Z1, Z2), to jej warto$cia oczekiwana jest catka
podwdjna

E[g(il,i“z)]:/ / g(Z1, Z2) f (21, x2)dz1dTo (3.35)
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Dla przypadku n wymiarowego begdzie,

E[g(itl,...,:ftn)]—/ / 0GB (@ n)das o dzn (336)

Operator wartosci oczekiwanej jest operatorem liniowym, stad jego dziatanie podlega pew-
nym pozytecznym prawom, ktére podajemy bez dowodéw:

Elc] = ¢ ¢ = const (3.37)
Elcz]) = cE|7] ¢ = const (3.38)
ElE[F]] = E[ (3.39)
El(z+9)] = Eli]+ E[y] (3.40)
Elzy] = E[Z|E[y] (X 1§ niezalezne) (3.41)
E[#*] # (E[#])?) (w ogolnosci) (3.42)

Przyklad.
Jezeli z,y, z sa niezaleznymi zmiennymi stochastycznymi wystepujacymi w funkcji
postaci

W = 3% + 5% — 2

to jaka jest warto$¢ oczekiwana zmiennej w, jeSli znane sg wartosci Srednie fi;, fiy, 127
Rozwiqzanie. Do wartosci oczekiwanej E[w] stosujemy wtasnosci (3.39)—(3.42)

E[W] = py = E[3% + 572 — 2] = 3y + Spypt — 2

3.7.2 Wariancja

Niech funkcja g(Z) jest zdefiniowana nastgpujaco:
9(&) = (& — Blz])* = (7 — pa)? (3.43)

Wartos$¢ oczekiwana tej funkcji nazywana jest wariancjq zmiennej losowej

var(#) = o2 = Elg(#)] = E[(& — E[#])?) = / (- )P f @) (3.44)

—0o0
gdzie f(x) jest ciagta funkcja gestosci zmiennej .

Pierwiastek kwadratowy wariancji nazywany jest odchyleniem standardowym. Oby-
dwa parametry sa miara dyspresji (rozrzutu) zmiennej losowej, co zreszta tatwo zauwazy¢
przygladajac si¢ réwnaniom (3.43), (3.44) — funkcja, ktorej warto$¢ oczekiwang obliczamy
jest miarg odlegto$ci zmiennej & od pewnej wartosci ustalonej zi.
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Korzystajac z podanych wczesniej praw, mozna pokazac, ze wariancjg da si¢ obliczy¢
za pomocga formutly

var(z) = E(@ - B[3])’] = Bl — pa)?] = BI(&® — 2Zp0 + 413)]

var(¥) = E[#*] - ui = E[#®] - (B[7])? (3.45)

3.7.3 Kowariancja

W przypadku zmiennej wielowymiarowej pozytecznymi parametrami sa nie tylko wartosci
Srednie i miary dyspersji zmiennych losowych. Waznymi parametrami sg jeszcze kowari-
ancja i korelacja.

Niech z i § beda zmiennymi losowymi o tacznym rozktadzie f(z,y). Niech dalej bedzie
okreSlona funkcja

Wz, g) = (2 = ElZ)(§ — Elg]) = (2 — p2) (7 — py)

Kowariancja migdzy 7 i ¢ to warto$¢ oczekiwana tak zdefiniowanej funkcji h(z, 7)

cov(Z, §) = ozy = ER(Z,§)] = B(Z — pa)(F — 1y)] (3.46)
co w przypadku zmiennych losowych ciaglych oznacza
o0 oo
o= [ [ @)y ) (o) dady (347)
—0o0 — 0o

Wariancja zmiennej losowej dotyczy jej rozrzutu wzgledem warto$ci oczekiwanej, kowari-
ancja opisuje wsp6tzmienno$¢ dwoch zmiennych losowych. Odzwierciedla wzajemne zwiazki
pomiedzy nimi, albo jak méwimy odzwierciedla wzajemna korelacje.

Miarg korelacji jest wspotczynnik korelacji p definiowany jako

Py = UU:i;/ - B [(57 _UE[D%D ) (y _UE[Q]) (3.48)

gdzie o,, 0y sg odchyleniani standardowymi brzegowych rozktadéw zmiennych 7 i .

Korelacja opisuje wspoétzalezno$¢ zmiennych losowych. Trzeba jednak wyraZnie odréznic¢
ten typ wspodlzaleznosci od statystycznej zaleznosci badz niezaleznosci, okreslonej za po-
mocg koncepcji rozktadu warunkowego (patrz réwnania (3.30), (3.31)). Korelacja i statysty-
czna zalezno$¢ to nie to samo, mimo iz oba pojgcia bywaja uzywane jako synonimy.

Mozna pokazaé, ze kowariancja (korelacja) zawsze wynosi zero gdy zmienne losowe &

1 ¢ sa statystycznie niezalezne. Zgodnie z (3.47) 1 (3.28) bedzie

o= [ [ @ ) m) e )dady =
~ [ @-mh@ds [ - m) i -

—0o0 —0o0

= E[(Z = p2)|E[(§ — )] = 0 (3.49)
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Odwrotna wiasno$¢ w ogélnym przypadku nie jest prawdziwa. Zerowa kowariancja nie
musi pociggaé niezalezno$ci statystycznej.

Jednak warto zapamigtaé, ze dla wielowymiarowego rozktadu normalnego prawdopo-
dobienstwa, zerowa kowariancja (brak korelacji) jest warunkiem wystarczajacym dla nieza-
leznoSci statystycznej. I’

3.7.4 Momenty

Koncepcja wartosci oczekiwanej i kowariancji sa szczegdlnymi przypadkami koncepcji
ogllniejszych tzw. momentéw statystycznych. I tak wartos¢ oczekiwana funkcji g(z) =
(& — c)*, gdzie c jest stata, zwana jest momentem statystycznym rzgdu k zmiennej losowej
Z wzgledem c, co piszemy w postaci

my (%) = E[(& — ¢)¥] (3.50)
gdzie k oznacza rzad momentu.
W przypadku dyskretnej zmiennej losowej wykorzystujac definicje (3.32) wartosci ocze-
kiwanej, dla ¢ = 0 bedziemy mieli
n
mg() = B[#"] = > 2F Pl (3.51)
i=1

a dla zmiennej losowej ciaglej zdefiniowanej wyrazeniem (3.33), bedzie

o

() = B[] = / o () da (3.52)
—0o0

Klasa momentéw okreslona wzorem (3.50) nosi miano momentow centralnych. Momenty

okreslone formutami (3.51) i (3.52) nazywane sa momentami zwyktymi.

W grupie momentéw centralnych szczegdlnie wazne znaczenie praktyczne maja te mo-
menty, dla ktérych stata ¢ wynosi

¢ = iz = B[]
czyli, momenty centralne definiowane sa jako wartosci oczekiwane potgg réznicy zmiennej
Z 1 jej wartoSci Sredniej

my (&) = B[(% — E[#)"] (3.53)
Widzimy, ze réwnanie (3.43) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (3.53) dla k = 2.

Wariancja o2 zmiennej losowej 7 jest identyczna z momentem centralnym rzedu 2, bowiem
2 ~
oz = ma(Z).

Momenty zmiennej losowej & odzwierciedlaja r6zne wiasnosci jej funkcji rozktadu.
Jesli funkcja rozktadu prawdopodobienistwa jest symetryczna wzgledem pierwszego zwyk-
tego momentu m (z) = E[Z] = p,, woéwczas dla tej zmiennej losowej znikaja wszystkie
centralne momenty nieparzystego rzedu, tzn. my = 0 gdy k jest nieparzyste. Z drugiej
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strony, jesli nieparzyste momenty centralne nie réwnaja si¢ zeru, ich wartosci odzwiercied-
laja stopient asymetrii lub uko$noSci funkcji rozktadu. Zatem trzeci moment centralny jest
miarg asymetrii rozktadu. W zastosowaniach praktycznych wykorzystywana jest wielko$¢
zwana skosnosciq rozktadu (wsp6tczynnikiem asymetrii) obliczana jako

S

my?(%)  o3(Z)

Dla rozktadu, w ktérym po prawej stronie maksimum mamy wigcej prawdopodobienistwa
niz po stronie lewej, skosno$¢ ma warto$¢ dodatnia.

(3.54)

Czwarty moment centralny wykorzystywany jest jako miara spfaszczenia o rozktadu

my (.f) m4(:i‘)
= —-3= -3 3.55
BT wgE) T o) Y
Zamiast sptaszczenia mozemy napotkaé inne okreSlenia jak kurtoza (wydecie), eksces.
Liczba 3 wystepujaca w definicji (3.55), w przypadku rozktadu Gaussa prowadzi do zerowej
warto$ci kurtozy. Inne rozklady, bardziej ptaskie od rozktadu Gaussa maja splaszczenie
ujemne, tzw. rozktady platykurtyczne. Te z kurtoza dodatnia nazywamy leptokurtycznymi

(za lit. [5].

Definicje momentéw mozna rozciagnaé na przypadki zmiennej wielowymiarowej. Niech
(Z,y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym. Warto$¢ oczekiwana pewnej ogdlnej
funkcji g(Z !, § ¥) nazywana jest momentem rzedu (I+k). Odpowiadajacy zmiennym (Z, §)
moment centralny rzedu (I + k) dany jest jako wyrazenie

mu@.9) = B [(@ - Bl - )] = [ [ (- B - B0 (o g)dody
(3.56)
gdzie f(x,y) jest ciagla funkcja gestosci.

Dla dwuwymiarowej funkcji rozktadu, mamy do dyspozycji trzy momenty centralne
rzgdu drugiego. Niech mqg i Mg beda pierwszymi zwyklymi momentami (wartosci $red-
nie) zmiennych Z i g, odpowiednio. Woéwczas momenty centralne rzgdu drugiego tych
zmiennych sa postaci:

ma = E[(& —m)’] = Bl(& — pe)’] = o}
moz = E[(§—mn)?] = E[(§ - py)°] = o} (3.57)
mi = E[(& —mu0)(§ — mo1)] = E[(Z — p2)(§ — py)] = 0ay

Momenty te graja szczegdlng rolg w statystycznych metodach opracowania obserwacji.

W przypadku n-wymiarowego wektora losowego x, momenty centralne drugiego rzedu
mozna tworzy¢ biorac wszystkie kombinacje pomigdzy sktadowymi wektora. Zbior wszys-
tkich momentéw wygodnie jest uja¢ w formie macierzy zwanej macierza momentow cen-
tralnych drugiego rzedu lub macierzq warinacji i kowariancji. Macierz ta ma posta¢

2
Marzr  Maizo - Maziz, o Ogize -+ Oxizn

m m oo m g g .. O
er — T2T1 T2T2 T2Tn — T2T1 o T2Tn (358)

2
Mg,z Mrpze - Moo, Oxpzy Ozyzy -+ Oz,
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Macierz (3.58) jest macierza kwadratowa symetryczng bowiem
My = BT — E[2:])(2; — E[7;])] = E[(Z; — E[7;])(%: — ElZi])] = ma;a,

Macierz M, jest kwadratowa i symetryczna gdyz dotyczy jedynie n wymiarowego wek-
tora losowego x. Jezeli jednak skonstrujemy macierz M, dla n wymiarowego wektora X
1 m wymiarowego wektora y, bedzie to macierz o rozmiarach n X m. Nie bedziemy mieli
tu ani jednej wariancji, wszystkie jej elementy bgda kowariancjami,

Symbolem M bedziemy oznaczali macierz kowariancji, symbolem ) bedziemy oz-
naczali macierz wariancji-kowariancji. I

3.8 Modalna, mediana i kwantyle

Z matematycznego punktu widzenia, rozktad zmiennej losowej jest w petni okreslony przez
swoja warto$¢ oczekiwang E[z], wariancje var(Z) oraz momenty wyzszego rzgdu. Mimo
to wygodnie jest wprowadzi¢ definicje¢ dalszych parametréw pozwalajacych lepiej ukazaé
pewne szczeg6lne wlasnosci zmiennej losowe;.

3.8.1 Warto$¢ modalna

Wartos¢ modalnq x.,,, definiujemy jako warto$§¢ zmiennej losowej Z, ktérej odpowiada ma-
ksymalna warto$ci prawdopodobienistwa:

P[z = z,,] = maksimum. (3.59)

Gdy funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienistwa posiada pierwsza i druga pochodna, to
warto$¢ modalna odpowiadajaca maksimum funkcji rozktadu i okre$lona jest przez warunki

df (z) d* f(x)
dz =0, dz? <0

Bywaja rozktady o jednym maksimum, sa to rozktady jednomodalne (unimodalne), ale by-
waja tez rozktady o kilku maksimach lokalnych, méwimy wéwczas o rozktadach wielo-
modalnych.

3.8.2 Mediana

Mediana x5 rozktadu prawdopodobieristwa odpowiada takiej warto$ci zmiennej losowej
Z, dla ktérej funkcja dystrybucji rozktadu przyjmuje wartos¢ 0.5, czyli

F(x0,5) = P[i‘ < x0,5] =0.5 (3.60)

Dla zmiennej losowej ciaglej mediang okres§lamy jako

/_ Oo F(@)dz = 0.5
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f(x)

Rysunek 3.4: Asymetryczna funkcja rozktadu prawdopodobiefistwa. Dla tego przypadku
warto$¢ §rednia i, warto§¢ modalna z,,, i mediana zq 5 nie sa sobie réwne.

F(x)

0.5 oo

024 e

X02 Xps Xq

Rysunek 3.5: Zaznaczony na osi odcigtych kwantyl (fraktyl) z, odpowiada na osi rzednych
wartosci dystrybuanty q.
Mediana dzieli dziedzing zmiennej losowej na obszary o réwnym prawdopodobienistwie.

Z podanych dotad definicji parametréw rozktadu prawdopodobieristwa wynika, ze dla
rozktadu jednomodalnego i symetrycznego, mamy

He = Tm = 205

Wtasnos¢ ta nie jest stuszna dla rozktadéw asymetrycznych, wéwczas mamy sytuacje taka
jak na rysunku 3.4.

3.8.3 Kwantyle

Analogicznie jak mediang, mozna zdefiniowaé wartosci zmiennych losowych odpowiada-
jace innym ustalonym wartosciom dystrybuanty F'(zx), np.:

F($0.25) = P[.CT? < 1’0.25] =0.25 3.61)
F($0.75) = P[.i‘ < 1’0.75] =0.75 (3.62)

Wartosci .05 1 xg.75 nazywane sa dolnym i gornym kwantylem. W podobny spos6b mo-
iemy zdefiniowaéd decyle T0.1,20.2.--20.9, centyle 20.01,20.02 - - - £0.98, L0.99- Wreszcie
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jeszcze ogdlniej, mozemy okresli¢ dowolny fraktyl x, jako

F(zq) = /Iq flx)de=q (0<¢<1) (3.63)

3.9 Dygresja: odwracanie dystrybuanty

W praktyce obliczeniowej napotykamy potrzebg generowania liczb, dla ktérych rozktad
prawdopodobiefistwa podany jest np. w postaci histogramu, dystrybuanty (patrz rysunek
3.6). Wartosci zmiennej losowej, dla ktérych znamy odpowiadajace im rozktady prawdopo-
dobienistwa (np. dystrybuanty), obliczane sa za pomoca algorytméw zwanych odwracaniem
dystrybuanty. Obliczenia polegaja na znalezieniu dla ustalonego prawdopodobienstwa,
odpowiadajacej mu wartos$ci kwantyla.

Podstawa tej metody jest nastgpujace przeksztatcenie zmiennej losowej £ w zmienng
losowa y

i=r@) - | " f(wdu (3.64)

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa ¢(y) zmiennej losowej ¢, zgodnie z prawem propa-
gacji rozkladu gestosci ® ma postaé

dx dy -t 1
o) = o =) =10 () = s@(s)
Widzimy, ze y ma rozktad ciagly jednostajny. Zatem, wartoSci y zmiennej § mozemy
losowa¢ za pomocg generatora liczb o rozkladzie jednostajnym, po czym z zaleznoSci
odwrotnej do (3.64) wyznaczy¢ odpowiadajaca jej wartos¢ « zmiennej losowej .

’—)

3.10 Dygresja: nieré6wno$é¢ Czebyszewa

Wartosci zmiennych losowych Z grupuja si¢ w poblizu wartoSci Sredniej u,,. W kategoriach
prawdopodobiefistwa mozna t¢ tezg¢ wypowiedzie¢ nastgpujaco: w poréwnaniu z odchyle-
niem standardowym o, duze odchylenia (Z — p,) zmiennej losowej Z od wartosci Sredniej
Lz Wystepuja rzadziej, sa mniej prawdopodobne. Ten tatwy do zauwazenia w otaczajacej
nas rzeczywistosci fakt wyraza iloSciowo twierdzenie zwane nierownosciq Czebyszewa.

Niech k& € R*. Prawdopodobienstwo, ze absolutne odchylenie |Z — | przyjmie
warto$¢ wigksza od ko, jest mniejsze od k2

P[|Z — pa| > koy] < k2 (3.65)

®Poznany to prawo w dalszej czesci wyktadu.
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0 v.
X

Rysunek 3.6: Zmienna losowa § ma rozktad jednostajny U (0, 1). Wylosowanej wartosci
y odpowiada warto$¢ z, ktéra mozna wyznaczy¢ za pomoca F'(y)~!, odwrotnosci dystry-
buanty zmiennej losowej .

Dowod. Mamy pokazaé, ze prawdziwa jest nieréwnos¢ (3.65). W tym celu zamiast jej
lewej strony wykorzystamy

P = P[|z — pa| > ko] = P[(Z — pa)? > kzai}

Niech ¢(t) bedzie funkcja gestosci prawdopodobiefistwa zmiennej t = (7 — )2, stad

P = P[t > k*02] = /Oo q(t)dt

252
k202

Z drugiej strony mamy

00 k202 00
o2 = / tq(t)dt = / tq(t)dt + / tq(t)dt
0

_ 252
00 k%oz

Zmienna podcatkowa ¢ > 0, podobnie jej funkcja gestosci ¢(t) jest skoriczong dodat-
nig funkcja prawdopodobienistwa, zatem jak poucza nas rachunek catkowy, kazda z tych
catek bedzie co najmniej réwna wartosci otrzymanej przez podstawienie za ¢ dolnej granicy
catkowania. A wiec

o2 > k%ﬁ/ q(t)dt = k*02 P
k

20:%
I ostatecznie mamy
P = P[|# — po| > ko] < k2

Co wyczerpuje dowod.

W praktyce powyzsza nierdwnos¢ jest stabsza i w wielu wypadkach bedzie
P[|Z — pg| > kog) << k72

Opierajac si¢ na nieréwnosci Czebyszewa mozemy sformutowac nastgpujacy wniosek prak-
tyczny: jesli np. w zbiorze obserwacji potozenn komety mamy obserwacje, dla ktérych ich
odchylenie od wartoSci obliczonych z orbity wyréwnanej jest wigksze niz 30 to mamy
powazne podstawy sadzi¢, ze obserwacje te sa obciazone blgdem grubym, a wigc nalezy je
z rozwazan wykluczyé. I’
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3.11 Zadanka na ¢wiczenia

1. Dana jest zmienna losowa Z przyjmujaca wylacznie dyskretne warto$ci:
0,1,2,3,4,5,6,7,8.
Fizyczny sens takiej zmiennej nie jest dla nas istotny, £ moze by¢ np. biedem po-
miarowym. Prawdopodobiefistwo zwiazane ze zmnienna T dane jest za pomocg za-
leznosci funkcyjnej

p(z) = 2(x — 0.15)%e~ 152

Oblicz wartoSci prawdopodobiefistwa i dystrybuanty odpowiadajace poszczeg6lnym
niepewnosciom pomiarowym. (MC)



Rozdzial 4

Przeglad rozkladow, obliczanie
prawdopodobienstwa

Streszczenie

Nie ma komu napisaé

I nie wiadomo czy bedzie komu.

Stowa kluczowe: Rozktady Bernouliego: dwumianowy, wielomianowy, rozktad hiperge-
ometryczny, rozktad Poissona, rozklad studenta, rozktad Fishera-Snedecora, rozktad Xz’
rozktad jednostajny, rozktad normalny: jednowymiarowy, dwuwymiarowy, wielowymi-
arowy, elipsy i elipsoidy stalego prawdopodobienistwa, centralne twierdzenie graniczne,
wspotczynnik skosnosci rozktadu, funkcja charakterystyczna. ¢

“[Modyfikowano AD 2011, kwiecieri 01.]
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4.1 Rozklady Bernouliego

4.1.1 Rozklad dwumianowy

Wyobrazmy sobie eksperyment, w ktérym mozliwe sa jedynie dwa wzajemnie wyklucza-
jace sig rezultaty, dwa zdarzenia elementarne: A i A, wéwczas bedzie

N=A+A4 4.1)
Niech prawdopodobienistwa tych zdarzei wynosza p i g:

P[A
P[A

p
I-p=g¢q (4.2)

Dla wygody, wyniki eksperymentu bedziemy reprezentowali za pomocg zmiennej losowej
Z; przyjmujacej dwie wartosci liczbowe: 1 = 1 gdy zajdzie zdarzenie A i zo = 0 gdy
zajdzie zdarzenie A.

Wyznaczymy warto$¢ $rednig i wariancj¢ zmiennej &;. Zmienna ta przyjmuje warto$¢
1 z prawdopodobienstwem p i warto$¢ 0 z prawdopodobienistwem ¢. Zgodnie z definicja
wartosci oczekiwanej, dla dyskretnej zmiennej losowej mamy

El;]=1-p+0-q=p (4.3)
var(#;) = E[& -p)?=01-p)* p+(0-p)Q°-q=

= p-2+pP+plq=p-20" +p* +p*(1 —p) = ...
var[Z;] = pq (4.4)

Po takich ustalniach o naszym eksperymencie nie da si¢ juz nic ciekawego powiedzieC:
mamy zmienne losowe, mamy wszystkie prawdopodobiefistwa, warto$¢ Srednia, wariancje.

Skonstruujmy nowy eksperyment, polegajacy na n-krotnej realizacji do§wiadczenia
wczesniejszego (schemat Bernouliego). W pojedynczym nowym eksperymencie wynik
stanowig takie zestawy zdarzefi, n.p.:

AAAAAA .. AA

W kazdym takim zdarzeniu ztozonym mamy n sktadnikéw, n zdarzen elementarnych, rezul-
tat n préb Bernouliego.

Eksperyment powtarzamy wielokrotnie i dla naszej wygody jego wynik koncowy przed-
stawimy w postaci zmiennej losowej

F= zn: % 4.5)
=1

gdzie kazde z; przyjmuje wartosci 1 albo 0.
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Nie jest oczywistym z jakim prawdopodobieristwem moga zdarzac¢ si¢ konkretne reali-
zacje tak okreSlonego eksperymentu. Jaki rozklad ma zdefiniowana za pomoca wyrazenia
(4.5) zmienna losowa z?

W konkretnej realizacji schematu Bernouliego sktadajacego si¢ z n zdarzen elemen-
tarnych, mozliwe jest wystapienie pewnej liczby zdarzed A, np. k, i (n — k) zdarzen A.
Prawdopodobienistwo zajScia takiej serii zdarzen, w ktorej na poczatku wystapito k zdarzen
typu A wynosi

prgF (4.6)

Wynika to z prawa obliczania prawdopodobieristw zdarzeni niezaleznych, a takimi sa zda-
rzenia A i A, bo przeciez to, ze na pierwszym miejscu danej serii wystapi zdarzenie A nie
ma zadnego wptywu na to co bedzie na miejscu [-tym.

Oczywistym jest, ze w danej serii n zdarzen niekoniecznie k zdarzefi A musi wystapic
na poczatku. Moga pojawia¢ od miejsca drugiego, trzeciego, . .., nie musza tez wystgpowac
jedno za drugim. Mamy tu zatem pewng liczbg mozliwosci réwng liczbie kombinacji k
elementéw posréd n elementéw. Wynosi ona

n n!
(k) " Kl(n—k)

Skoro konkretne serie n zdarzen sg zdarzeniami wzajemnie si¢ wykluczajacymi, to praw-
dopodobienstwo wystapienia serii z k zdarzeniami typu A jest suma prawdopodobienstw
okreSlonych wyrazeniem (4.6), a wigc wynosi ono

Wi = (Z) prq"F 4.7)

PokazaliSmy, ze zmienna Z, zdefiniowana za pomoca wyrazenia (4.5) przyjmujaca war-
tosci z przedzialu 0 < z < n, ma wartoSci prawdopodobieristwa okre$lone formuta (4.7).
Formuta ta — czyli rozktad prawdopodobiefistwa — nosi miano rozktadu Bernouliego,
rozktadu dwumianowego.

Poszukamy wyrazefi na wartos$¢ §rednig i wariancjg¢ rozktadu Bernouliego. Za pomoca
(4.3) 1 (4.4) otrzymamy

n

El#] = E]Y ] =E[#]+ ...+ E[&,) =np (4.8)
=1
var(¥) = E[(&—np)®| = E[Y & —np)?] =
=1

= E[((#1-p)+(@2—p)+...+ (@ — )] =
= E[(#1 -p)?+...+ E[(&. —p)?] + E[(@1 — p) (2 — p)] +
E[(Z1 —p)(@3 —p)| + ... + E[(Zn-1 — p)(Zn — D)]

Poniewaz zatozono, ze zmienne losowe Z; sa losowo niezalezne, stad wszystkie kowariancje
W wyrazeniu powyzej réwnaja si¢ zeru, 1 ostatecznie mamy

var(x) = npq (4.9)
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4.1.2 Rozklad geometryczny

Préoby Bernouliego mozemy wykonywac w schemacie podanym wyzej ale mozemy zapytaé
o prawdopodobienstwo sukcesu (wystapienia zdarzenia A) w 1-wszej, 2- giej ... w k-tej
prébie. Przestrzen zdarzen takiego zagadnienia sktada sie z rozlacznych zdarzen: A, AA,
AAA, AAAA, ... . Latwo sprawdzimy, ze prawdopodobiefistwo uzyskania pierwszego
sukcesu w k-tej probie dane jest wzoorem

Gy =pd* ', k=1,2,3,... (4.10)

Rozktad prawdopodobieristwa dany wzorem (4.10) nazywany jest rozktadem geometrycznym.
Jego warto$¢ oczekiwana i wariancja dane sa wzorami

=

E|
var(k] = EE[k] (4.11)

4.1.3 Rozklad wielomianowy

Jesli mozliwy jest eksperyment, w ktérym pojedyriczy wynik moze przyjaé jednaz [ > 2
mozliwosci, np. 6 mozliwych rezultatow rzutu kostka, to da si¢ skonstruowaé zmienna
losowa Bernouliego o rozktadzie wielomianowym. Zbiér wszystkich zdarzer elementarnych
takiego eksperymentu tworzy uktad zupetny postaci

Q:A1—|—A2+...—|—Al

Sa to zdarzenia wzajemnie wykluczajace si¢ o prawdopodobieristwach

P[Aj] = p, (4.12)
przy czym
l
D pi=1
j=1

Podobnie jak poprzednio, n krotnie powtarzamy eksperyment, ktérego wynikiem jest ktéres
ze zdarzeni elementarnych A;. W rezultacie uzyskamy ciag postaci A; A; A4 A; ... A5 A, A3,
w ktorym zdarzenie A; wystgpuje 3 razy, zdarzenie Ao 5 razy etc. Prawdopodobieni-
stwo, ze w konkretnym rezultacie eksperymentu, czyli w ciagu n pojedynczych zdarzen
A1AjA4A; . A5 Aj A3 zdarzenie A; wystapi kj razy, j = 1,2,...,1 wynosi

l

n! ks

W — [1»} (4.13)
(k 7"'7k) l
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Rozktad ten nazywamy rozktadem wielomianowym.

Definiujac zmienna losowa 7 ;;, ktéra w i-tym doSwiadczeniu (z = 1, ..., n) przyjmuje
wartosci 1 albo 0, zaleznie od tego czy wystapito czy nie wystapito zdarzenie A;. Laczny
rezultat — ciag n elementowy A1 A;A4A; ... AsAj Az, w ktérym A; wystapito k; razy,
mozemy zastapi¢ zmienng losowa postaci

n
Bj=> iy
i=1
Mozna pokazaé, ze warto$¢ oczekiwana tej zmiennej losowej dana jest formuta
Elz;] = ;= TP (4.14)
a jej wariancja wynosi

var(z;) = npj(1 — p;) 4.15)

4.2 Prawo wielkich liczb

Prawdopodobieristwo p; wystapienia elementarnego zdarzenia A; zwykle nie jest znane
i dlatego wyznaczane jest empirycznie. W eksperymencie polegajacym na realizacji serii
doswiadczen, ktérych rezultatami sa zdarzenia A;, czestoS¢ wystapienia zdarzenia A; pos-
r6d n doSwiadczen okreslona jest wyrazeniem

1 1
h=— Z.’L’Z‘j = *(L‘j (4-16)

Zauwazmy, ze czgsto$¢ h jest zmienna losowa, zalezy przeciez od wyniku kazdego z n
losowych do$wiadczen. !

Wykorzystajac réwnania (4.14) i (4.15) oraz wtasnosci operatora £, mozna pokazaé, ze

=

El

var[h] = war[n”

| = Eln'#;]=n"np; =p, 4.17)

2] = n2var[z;] = n~'p;j(1 — p;) (4.18)

Widzimy, ze warto$¢ oczekiwna czgstosci h danego zdarzenia A; jest réwna prawdopodo-
biefistwu jego zaj$cia. Natomiast jej odchylenie standardowe osiaga mate wartoSci gdy n
jest dostatecznie duze. > Dla skoficzonych n odchylenie standardowe oy, jest rzedu 1/+/n,
i to jest treScia prawa wielkich liczb.

Mamy tu wazne wnioski praktyczne. Czgsto celem do§wiadczenia jest wyznaczenie
prawdopodobienistwa wystapienia zdarzen okreslonego typu. Wzoér (4.16) pozwala na wyko-
rzystanie w tym celu czgsto$ci danego zdarzenia. Decydujac si¢ na takie rozwiazanie, naty-
chmiast wiemy, ze kwadrat btedu takiego oszacowania jest odwrotnie proporcjonalny do

'Prawdopodobiefistwa wystapienia zdarzeri A; nie sa zmiennymi losowymi.
% Tloczyn p; (1 — p;) jest zawsze mniejszy od 1/4.
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liczby przeprowadzonych préb. Tego rodzaju btad jaki popelniamy ze wzgladu na skoriczo-
na liczbe prob nosi miano bfedu statystycznego. Jest to btad bardzo istotny w tych zastoso-
waniach, w ktérych zliczane sa zdarzenia. I’

4.3 Rozklad hipergeometryczny

Kolejny rozktad prawdopodobienistwa ustalimy dla zmiennej losowej opisujacej zdarzenia
polegajace na ciagnieniu kul z urny o nastgpujacym poczatkowym sktadzie: w urnie znaj-
duje si¢ IV kul, w tym K kul biatychi . = N — K kul czarnych. Interesuje nas praw-
dopobienstwo wylosowania w n ciagnieniach doktadnie k biatych il = n — k czarnych kul.
W eksperymencie wybierana kula NIE wraca do urny, a zatem nie mamy tu mozliwoSci
zastosowania schematu dotyczacego rozktadu dwumianowego.

Wiadomo, ze posréd N kul wybieramy n, a wigc mozemy uczynic to na (]7\{ ) réwno-
waznych sposobdw, bowiem kule danej barwy s nierozréznialne. Zdarzenie to ma prawdo-
podobienstwo 1/ (JT\L[ ) . Posréd K kul biatych mozemy wybiera¢ po k kul biatych na ([k{ )

sposobéw. Podobnie mamy (%) mozliwosci wyboru [ kul z posréd L kul czarnych.

A zatem, skoro liczba mozliwych zdarzei wynosi (g ), zdarzen sprzyjajacych mamy

(I’: ) (?) , bowiem kazdemy z (Ik{ ) zdarzen towarzyszy¢ moze ktores z (%) zdarzen, stad
poszukiwane prawdopodobieistwo wynosi

(+) ()

k !

Wy, = e (4.19)
n

Rozklad okre§lony wyrazeniem (4.19) nazywany jest rozktadem hipergeometrycznym.

Zdefiniujmy zmienng losowa & = » ;" | &;, przy czym w i-tym ciagnieniu Z; przyjmuje
warto$¢ 1 gdy wylosowano kulg bialg i 0 gdy wylosowano kulg czarna. Przechodzimy
od koloru kul do zmiennej losowej Z i szukamy jej warto$ci oczekiwanej postugujac sig¢
definicja

Eli] = Z ;P[]
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Rozklad hiperpeometry czny: N=400, K=00, n=80

0.1 7

0.075 1

0.05 7

0.025 1

20 40 60 20

Rysunek 4.1: Przyktad rozktadu hipergeometrycznego

A wigc korzystajac z (4.19)

BlEl = 30 Wis s 1<Ij> (J\;:;K)

N
=1 (n)z:
(N =n)nl & i K(K —1)!/(N — K)! _n(n—1!(N —n)!
B N! Z%K—Mﬂm—MWAK—n+m_ N(N-1)!
- K(K -1)!(N - K)! B
';(z'—1)!(K—1—(¢—1))!(n—1—(@—1))!(N—K—n+1+(z‘—1))!_
K (N—n)l(n—1) (K — DN — K)! B
- "N N —1! z;j!(K—1—j)!(n—l—j)!(N—K—n+1+j)!_

() RN

J=0

Korzystajac z wtasnosci

") -

mozna wykazacd, ze

"ZI<K_1> < N-K > B <N—1>
= i n—1—j n—1
A w takim razie

K

El#] = ng; (4.20)



4.4 Rozklad Poissona 63

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wyrazenie na warjancj¢ zmiennej &

nK(N — K)(N —n)
N2(N —-1)

var[z] = 4.21)
Powiedziano wczesniej, ze w naszym eksperymencie, w przypadku rozktadu hipergeomet-
rycznego procedura losowania jest inna anizeli w wypadku eksperymentu z rozktadem dwu-
mianowym. Tym razem wyniki kolejnego losowania wptywaja na wyniki losowania nastgp-
nego. Pobierajac z urny kule nie zwracamy jej, a wigc przy nastepnym ciagnieniu sktad urny
jestinny. Jednak gdy n < N to sktad zmienia si¢ nieznacznie i rozklad hipergeometryczny
W} upodobni si¢ do rozktadu dwumianowego, w ktérym
K _N-K

P=N 977N

Wéwczas wartos$¢ oczekiwana

Elz] = n% =np (4.23)

(4.22)

a wariancja (4.21), jesli napiszemy ja w postaci

var(z] = 7npq(N —n)
(N-1)

dlan < N da si¢ wyrazi¢ formula
var[z] = npq (4.24)

Podobnie jak to miato miejsce dla rozktadu dwumianowego, mozliwym jest uogdlnienie
rozktadu hipergeometrycznego. Mianowicie, jeSli w populacji o NV elementach, kazdy ele-
ment moze posiadac jedna z [ cech, np. jeden z [ koloréw, bedziemy wéwczas mieli

N:N1+N2+...+Nl

Gdy w takiej populacji wylosujemy n;,7 = 1,2,...,[ elementéw kazdego typu, czyli
n; elementdw typu pierwszego, ns elementdéw typu drugiego etc., to przy n losowaniach
prawdopodobienstwo takiego rezultatu wynosi

) () () 429

Wm,m,m,m - IN;
(%)

4.4 Rozklad Poissona

Rozwazmy nastgpujacy eksperyment. W obszarze €2 z rysunku 4.2 w jaki§ cudowny sposéb
co pewien czas, niezaleznie jeden od drugiego, pojawia si¢ n punktéw, ktére po chwili,
w jeszcze bardziej tajemniczy sposdd znikaja. Interesuje nas prawdopodobienstwo, ze w
obszarze w C §2 pojawi si¢ na skutek takiego pojedynczego zjawiska doktadnie k punktow.
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Rysunek 4.2: W obszarze (2, niezaleznie jeden od drugiego, pojawito si¢ n punktow. Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze w pod-obszarze w pojawito si¢ doktadnie k& punktéw?

Gdybysmy zatozyli, ze prawdopodobienstwo ukazania si¢ kazdego z punktéw k& w ob-
szarze w jest takie samo, to mielibySmy do czynienia z problemem analogicznym do zagad-
nienia, w ktérym pytamy o prawdodpodobieristwo, ze k obiektéw wylosowanych posrod
n bgdzie miato pewna ceche, przy czym prawdopodobiefistwo posiadania tej cechy przez
kazdy z k obiektéw jest takie samo i wynosi p. Jesli tak, to w oparciu o to co powiedziano o
rozktadzie dwumianowym, poszukiwane przez nas prawdopodobienistwo daje si¢ obliczy¢
za pomocga formutly

Wi = (Z)pk(l —p)**

Tym razem poszukamy postaci tego rozktadu dla przypadku asymptotycznego, w ktérym
n — oo a jednoczesnie iloczyn np = A = const. Zatem bgdziemy mieli

n n e n! A k(l—%)”
we = (1)) k:lM<n> a-pr
Mnn-1)n-2)...(n—k+1)(1-2)"
= 5 TR —
A A" Q-2 -2).. 1k
- k!<1_”> nk(1 — 2)k
uamek —1

A wobec granicy
A
lim (1 - =S)"=e?
n—oo n

dla n — oo bedzie

n )‘k —
Wi = f(k,\) = e A (4.26)

Rozktad prawdopodobiernistwa okreslony funkcja (4.26) nazywany jest rozktadem Poissona.

Rozktad (4.26) odpowiada zmiennej losowej dyskretnej, zdefiniowany jest dla catkow-
itych wartosci k£ i dotyczy mozliwosci zaobserwowania pewnych konkretnych wartosci k.
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Prawdopodobienistwo catkowite, czyli prawdopodobienstwo zaobserwowania dowolnego k
wynosi 1, i rzeczywiscie

= e M\ A28 _
OEDY o :e’\(1+A+§+§+...):eAe/\:1
k=0 k=0

gdyz wyrazenie w nawiasie jest rozwinieciem w szereg funkcji e”.

Wyznaczymy parametry rozktadu Poissona, warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej & = k

3 RN SR S W N
Elz] = WO T ATk S _Z(k—n!e _/\Zjle
k=0 k=1 k=1 j=0
R
suma=1

zatem dla rozktadu Poissona
E[z] =\ 4.27)

W celu wyznaczenia wariancji zmiennej o tym rozktadzie policzmy najpierw warto$¢ oczeki-
wang zmiennej 72

. k2)\k 0 kARL > N
~2 _ -\ _ -\ _ . -\ _
E[z*] = e 7/\27(19—1)!6 —)\Z(j—i-l)—j!e =
k=1 k=1 j=0

N
= A Z]ﬁe ALl =AM 41)
=0

Za pomoca tego zwiazku natychmiast widzimy, ze wariancja
var[z] = E[#?] — (B[] = MM+ 1) = X2 =\ (4.28)

Wspotczynnik skosnosci rozktadu zdefiniowany jest jako stosunek

mg3

’Y:?

a poniewaz trzeci moment centralny rozktadu Poissona wynosi
ms = E[(Z — Hz)g] =A
wobec tego, wspotczynnik skosnosci rozktadu Poissona jest réwny

A —1/2
Rozktad Poissona nie jest rozkladem symetrycznym, jednak ze wzrostem wartoSci paramet-
ru A, gdy A > 1 staje si¢ symetryczny asymptotycznie.

Poniewaz A\ = np, a rozktad Poissona powstat jako przypadek graniczny z rozktadu
dwumianowego przy statej wartosci A, stad, dla duzych n mamy mate p. Dlatego rozktad
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Rysunek 4.3: Tlustracja rozktadu Poissona zmiennej losowe] k dla kilku wartosci parametru
A. Ze wzrostem tego parametru rozklad staje si¢ coraz bardziej symetryczny.

ten stosowany jest do zjawisk, proceséw, w ktérych wystepuje duzo zdarzen (zjawiska ma-
sowe) ale niewielki ich utamek ma interesujaca nas wtasnos¢ (interesujace nas zdarzenia
zachodza rzadko). Np. niech od pewnej gwiazdy w interwale czasu At, rejestrowanych jest
Srednio X fotonéw. Wszystkich fotonéw wyemitowanych przez gwiazde byto n, prawdopo-
dobiefistwo zarejestrowania kazdgo pojedynczego fotonu wynosi p << 1. Jesli zapytamy
o prawdopodobienstwo zarejestrowania k fotonow w At, bedziemy mogli je obliczy¢ za
pomoca rozktadu Poissona f(k, \). I’

4.5 Rozklad jednostajny (jednorodny)

Omoéwimy go na przyktadzie zmiennej losowej ciaglej. Jest to najprostszy typ rozktadu
prawdopodobienistwa, definiujemy go nastgpujaco: w przedziale a < x < b, funkcja ges-
tosci prawdopodobienstwa prayjmuje wartoS¢ ¢ = const, poza tym przedziatem funkcja
jest réwna zeru

flz) = ¢ a<z<b
flz) = 0 z<a, >0

Poniewaz catkowite prawdopodobieristwo wynosi 1, na to by funkcja f(z) byta funkcja
gestodci prawdopodobiefistwa, musi by¢ unormowana do jednosci. Osiagamy to poprzez
natozenie warunku

/Zf(a:)dx:c/abdx:c(b—a)zl
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f(x)
1 . :
b-a ‘ ‘
| I
| |
| |
l,_
0 a b X

Rysunek 4.4: Tlustracja rozktadu jednostajnego ciaglej zmiennej losowej .

A zatem rozkitad jednostajny okreslony jest funkcja gestosci

flz) = , a<z<b (4.30)

flz) = 0, r<a, v>b

Dystrybuanta roztadu jednorodnego dana jest jako

Y odu T —a
= = <
F(x) /a el a<x<b
F(z) = 0, r<a (4.31)
F(z) = 1, x>b

_ b 11 5, b—a®> b+a
E[z] = pg b—a/a xdx = im[:p lo = a2 (4.32)
varld] = Bl( — p)?] = B — 2, Eli] + 12 = B[ — 2 =
1 b, (b+a)? (b—a)?

Z rozktadem jednostajnym rzadko mamy do czynienia w przyrodzie. Jest to jednak wazny
rozktad, nawet bardzo wazny ze wzgledu na jego rolg w eksperymentach komputerowych.
Rozklad jednostajny transformowany jest w inne rozktady, tym samym stanowi jadro tech-
niki okre§lanej mianem metoda Monte Carlo. I
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4.6 Dygresja: funkcja charakterystyczna rozkladu prawdopo-
dobienstwa

Zmienne losowe moga przyjmowaé wartosci nie tylko ze zbioru liczb rzeczywistych. R6w-
nie dobrze mozna skonstruowac zmiennq losowq zespolonq sktadajaca si¢ z pary zmiennych
losowych rzeczywistych z, 4,

Z=2+1y
Jej warto$¢ oczekiwana definiujemy jako

E[z] = E[z] +iE[y]
Zmienna Z jest zmienna losowa niezalezna gdy jej czesci rzeczywista i urojona sg nieza-

leznymi zmiennymi losowymi.

Niech & oznacza rzeczywista zmienng losowa posiadajaca funkcje rozktadu F'(z) i f(z).
Funkcje charakterystyczng rozkladu zmiennej & definiujemy jako warto$¢ oczekiwang wy-
razenia exp(itz),

©o(t) = Elexp(itz)] (4.34)
Gdy Z jest zmienna ciagla to funkcja charakterystyczna ma postac
o0
o(t) = / exp(itz) f(x)dx (4.35)
—00

Jak widzimy, funkcja charakterystyczna jest transformatq Fouriera funkcji ggstoSci praw-
dopodobienstwa.

Gdy zmienna losowa Z jest zmienng dyskretng wéwczas funkcja charakterystyczna jest
okreSlona poprzez szereg

n
p(t) =) exp(itey) PlE = ) (4.36)
k=1
Jak pamigtamy, zgodnie z definicja momenty zwykle ciaglej zmiennej £ wynosza
oo
m, = E[2"] = / " f(x)dz

—00

Okazuje sie, ze momenty mozna takze otrzyma¢ po n-krotnym zrézniczkowaniu funkcji
charakterystycznej i obliczeniu wartoS$ci n-tej pochodnej w punkcie t = 0, mianowicie
_ d"p(t)

90(") (t) = = 7" /_Z x" exp(itz) f(x)dx

a podstawiajac t = 0, mamy
P (0) = i"my, (4.37)

Przesunigcie uktadu wspétrzednych tak by jego poczatek znalazt si¢ w (1, pozwoli nam na
wprowadzenie nowej zmiennej g,

J=1T— lig
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Jej funkcja charakterystyczng bedzie
o0
py(t) = / exp(it(z — pa)) f(z — po)dz
—0o0

natomiast n-ta pochodna tej funkcji dla ¢ = 0, z doktadnoscia do czynnika " réwna jest
n-temu momentowi zmiennej £ wzgledem pi,,

Py (0) = i"my, = " B[] = i"E[(& — p)"] (4.38)
Dlan =2
o (@) = ~¢}(0)

Transformatg Fouriera (4.35) mozemy odwrécié, wéwczas z funkcji charakterystycznej
©(t) otrzymamy funkcje gestosci

flz)=— /00 exp(—itx)p(t)dt (4.39)

—0o0
Wz6r ten mozemy stosowaé przy zatozeniu, ze (t) jest absolutnie catkowalna.

Istnieje twierdzenie orzekajace, ze funkcja gestoSci rozktadu pradwopodobieristwa jest
wyznaczona jednoznacznie przez swoja funkcje charakterystyczng o ile funkcja ta jest cat-
kowalna absolutnie.

Réwniez w wypadku zmiennej losowej dyskretnej, kiedy to funkcja gestosci nie jest
zdefiniowana, rozktad prawdopodobieristwa jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcje
charakterystyczna. Odpowiednikiem réwnania (4.39) jest wowczas wyrazenie

F(b) — F(a) i /00 exp(ith) — eXp(im)gp(t)dt (4.40)

T o) t

Rozpatrzmy jeszcze sumg niezaleznych zmiennych losowych Z i g
wW==I+y

Zgodnie z definicja, funkcja charakterystyczna zmienej w ma postac
pu(t) = Elexp(itw)] = Elexp(it( + §))] = Elexp(it) - exp(ity)]

Poniewaz w wypadku niezaleznych zmiennych losowych zespolonych obowigzuje wtas-
nos¢ E[Z - ] = E[Z] - E[g], otrzymamy

Puw(t) = Elexp(it®)] - Elexp(itg)] = @x(t) - ¢y(t) (4.41)

Zatem funkcja charakterystyczna sumy dwodch niezaleznych zmiennych losowych jest iden-
tyczna z iloczynem ich funkcji charakterystycznych.

O funkcji charakterystycznej méwiliSmy ze wzgledéw praktycznych, bowiem w wielu
zagadnieniach wygodniej jest postugiwaé si¢ ta funkcja anizeli funkcja rozktadu prawdo-
podobieristwa. Moze si¢ to okaza¢ korzystne np. ze wzgledu na utatwienia obliczeniowe.
’—>
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4.7 Rozklad normalny Gaussa

Rozktad Gaussa, inaczej zwany rozktadem normalnym jest bodaj najczesciej stosowanym
rozktadem w teoriach i zastosowaniach statystycznych. Dla jednowymiarowej zmiennej
losowej x, funkcja gestosci tego rozktadu ma postac

. 1 (z — M:E)Q
flx) = P exp {—%‘%} (4.42)

gdzie wartoS¢ §renia pi, 1 odchylenie standardowe o, sa parametrami rozkladu.

W celu ulatwienia obliczen, wygodnym pociagnigciem jest standaryzacja rozktadu nor-
malnego. O zmiennej losowej Z

(4.43)

méwimy, Ze jest standaryzowang zmienng losowa o rozkladzie normalnym, posiada ona
funkcje gestosci i dystrybuante postaci

1) = jﬂexp{—f}

Uproszczona postaé tych funkcji bierze si¢ stad, ze dla zmienej standaryzowanej Z mamy
u, = 0oraz o, = 1. Jest tak, bowiem

Ez] = E[ ;;m] = leE[:E — pg] = Ulm (B[7] — po) =
7 — 2
Bl -uwf] = B[] = SEG - m =1

Funkcja gestosci rozktadu Gaussa (4.5) ma szereg wtasnosci :

1. f(x) jest symetryczna wzglgdem Sredniej p,. Dlatego dla zmiennej o rozktadzie
normalnym wszystkie nieparzyste momenty centralne wynosza zero. Inne parametry
potozenia rozktadu jak mediana i modalna sa réwne Sredniej 1,

2. maksymalna wartos¢ dla rozktadu standaryzowanego wynosi f(z) = 0.399,
3. f(=x) dazy asymptotycznie do zera dla x — 400,
4. f(x) ma dwa punkty przegiecia w = i, + 0y,

5. prawdopodobienistwo, ze Z przyjmie warto$¢ z przedziatu [z, z9] dane jest jako
powierzchnia ograniczona krzywa f(x), osia x oraz prostymi z = x1 iz = 9.
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Rozkiad normalny N(200,5)

b 0.08 T

0.06 1

0.04

002

0.00
180

Rysunek 4.5: Wykres funkcji rozktadu normalnego o warto$ci $redniej o = 200 i odchyle-
niu standardowym o = 5. Powierzchnia pod krzywa wynosi 1.0; pomigdzy p &= o wynosi
0.6827; pomiedzy p = 20 wynosi 0.9545; pomiedzyp & 30 wynosi 0.9973.

W praktyce szczeg6lna rolg graja wartosci prawdopodobienistwa dla odchylen od
Sredniej o krotno$¢ wartosci o, np.:

Pl—0, <& —pp < 04] = 0.6827,
P20, < & — jig < 20,] = 0.9545, (4.45)
P30, <& — jiz < 30,] = 0.9973,

badZ prawdopodobienistwa,

Pl — pia| < 1.6450,] = 0.90,
P[|Z — pa| < 1.9600,] = 0.95, (4.46)
P[|Z — pa| < 2.576.0,] 0.99.

Teoretyczne i praktyczne znaczenie rozktadu normalnego N (11, 0, ) ma uzasadnienie w cen-
tralnym twierdzeniu granicznym méwiacym, ze suma losowych zmiennych

n
T = lim E T;
n—0 4

=1

gdzie z;, + = 1,2,...,n sa losowo niezalezne, bedzie miata asymptotyczny rozktad nor-
malny.

Rysunek 4.6 przedstawia rozklady kilku zmiennych losowych. W czgéci gérnej mamy
przypadek pojedynczej zmiennej o rozktadzie jednostajnym, w Srodku narysowano rozktad
zmiennej bedace suma dwéch niezaleznych zmiennych o identycznych rozktadach jednos-
tajnych, u dotu mamy przypadek rozktadu dla sumy trzech takich zmiennych. Widoczna
jest tendencja do upodobniania si¢ ksztattu tych rozktadéw do rozktadu normalnego. I



72 Przeglad rozkladéw, obliczanie prawdopodobienstwa

a)

f(x)
: : X
2 1 0 1 2
b) | f®)
X
2 4 0 1 2
c) M f(x)
X
S o0 1 2

Rysunek 4.6: Ilustracja rozktadu trzech zmiennych losowych: a) zmiennej o rozktadzie
jednostajnym, b) sumy dwoéch zmiennych, z ktérych kazda ma rozktad jednostajny, c) sumy
trzech zmiennych o rozkladach jednostajnych. Widoczna jest tendencja do upodobniania
sig ksztattu tych funkcji gestosci do ksztattu funkcji rozktadu normalnego.

4.8 Rozklad ¢ studenta

Rozktad zmiennej losowej ¢ czesto jest stosowany do estymacji wartosci okreslonych za
pomoca danych uzyskanych z préb losowych oraz do testowania hipotez statystycznych.
W szczego6lnosci korzystamy z rozktadu studenta gdy interesujg nas odchylenia wartoSci
Sredniej X obliczonej z préby od wartosci Sredniej p populacji; stawiamy wtedy hipoteze
o bliskosci z i p.

Niech 21, Z9,...,Z, beda niezaleznymi zmiennymi stochastycznymi o identycznych
rozktadach normalnych z parametrami p i 0. Zmienng losowq studenta t definiujemy jako
wyrazenie

t=""HF /n (4.47)
s
gdzie
1 n
T = —) xp
k=1
1 n
2 _ 12
s¢ = n_l;(xk—x)

Statystyki & oraz s okre§lone sa na podstawie proby losowej, sg to odpowiednio, Srednia
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Rozklad t dlla 2, 51 10 stopni swobody

¥

2.5 5

Rysunek 4.7: Przyktad rozkladu studenta dla 2, 5, 10 stopni swobody. Dla 2 stopni swobody
funkcja ma najnizsze maksimum i najpdZniej znika.
proéby i odchylenie standardowe préby.

Zmienna studenta £ ma rozktad prawdopodobiefistwa (rozktad studenta) okreslony fun-
kcja gestosci postaci

1 r[2] 1
f(t) = (n— Dy [(n;)} (1 N nt_21>n/2 (4.48)

gdzie I' jest tzw funkcjq gamma zdefiniowana nastgpujaco

Cln] = /00 e " lat
0
Iin+1] = nTn], rpj=1
Cln] = (n—1), dla n € C*

Réwnanie (4.48) definiuje funkcje gestosci o (n-1) stopniach swobody. Funkcja jest sy-
metryczna ze wzgledu na warto$¢ Srednia, jej wykres przypomina wykres funkcji gestoSci
rozktadu normalnego N (i, o). Podobieristwo to ro$nie ze wzrostem liczby stopni swobody
i przy n > 30 rozktad zmiennej ¢ mozna po prostu zastapi¢ rozktadem normalnym. I

4.9 Rozklad chi-kwadrat

Niech Z1, Zo, . . ., &, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, kazda o rozktadzie N'(0, 1).
Wéwczas suma ich kwadratéw jest zmienna losowa oznaczana tradycyjnie przez x2

2=t 43l 32 (4.49)
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RozKlady chi-kwadrat dla 2,3,4,6, stopni swobody

0.375

0.25

0.125

Rysunek 4.8: Przyktad rozktadu x? dla kilku stopni swobody 2,3,4,6,8. Gdy n > 7
krzywe gestosci coraz bardziej przypominaja ksztaltem funkcje gestosci rozktadu normal-

nego.

Rozktad zmiennej chi-kwadrat nosi miano rozkfadu chi-kwadrat o n stopniach swobody.
Jego funkcja gestosci ma postaé

FO3) = fla) = ¢ a2/ 272/ dla z >0 (4.50)
flx) = 0 dla z <0

o = (2”/2F[n/2]> -

gdzie n jest liczba stopni swobody.

Rozktad x? ma szczegélnie proste momenty:

e = Elil=n (4.51)
var[x’] = 0'>2<2 =2n (4.52)

Rysunek 4.8 przedstawia wykresy funkcji gestosci rozktadu x? dla kilku stopni swobody.
Dla matych n, funkcje te sa wyraZznie asymetrycznie (ukosne), ale przy n > 7 przypominaja
funkcje gestosci rozktadu normalnego o Sredniej n i wariacji 2n. I



4.10 Rozklad F' Fishera-Snedecora 75

Rozklady Fishora-Snedecera dla reznych stopai swobody

075

a5

025

Rysunek 4.9: Przyktad rozkladu Fishera-Snedecora dla kilku stopni swobody n,m. Dla
n = 2, krzywa ma ksztat funkcji f(F) = e~ . Dlan > 2 krzywa ma maksimum, ktérego
warto$¢ roSnie ze wzrostem m.

4.10 Rozklad F' Fishera-Snedecora

Niech 21, Z2,...,Zm 171, Y2, - - - , Un beda zbiorami niezaleznych znormalizowanych zmien-
nych losowych o rozktadach A/(0, 1). Rozwazmy nastepujace sumy:

m

2 ~2
i=1
n

2 ~2

Xa = DU
i=1

Zmienna losowa £, ,,

1.2
_EXm

Fpn = iy (4.53)

)

ma rozktad Fishera-Snedecora o m,n stopniach swobody. Jego funkcja gestosci fy, n(u)
i dystrybuanta F,,, ,,(u) dla v > 0, dane sa wzorami

_ U] gmymz DR
Fm,n(u) = ’ fm,n(t)dt (4.55)
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Parametry rozkladu Fishera-Snedecora o m, n stopniach swobody maja posta¢ wyrazen

n

nE,, = dla  n>2 (4.56)
’ n—2
2n? —2
ok, = — (m+n—2) dlan > 4 (4.57)

m(n —2)%(n —4)

Rozktad F' o m, n stopniach swobody, gdy n — oo zbliza si¢ asymptotycznie do rozktadu
x? o m stopniach swobody.

W zastosowaniach praktycznych rozklad F), , jest wykorzystywany do poréwnania
dwéch wariancji uzyskanych z dwéch réznych wyréwnan metoda najmniejszych kwadratow.
W szczegdlnych wypadkach poréwnania dokonuje si¢ migdzy wariancja otrzymana z wy-
réwnania i dang a priori, stosujemy wowczas rozklad F),, o = X2, 1

4.11 Rozklad normalny wielowymiarowy

W metodzie najmniejszych kwadratéw nie jest wymagana znajomos¢ jakiego$ okreslonego
rozktadu prawdopodobiefistwa. Ale w nastgpujacym po wyréwnaniu testowaniu statystycz-
nym najczesciej mamy do czynienia z wielowymiarowym rozktadem normalnym n wymi-
arowego wektora statystycznego x o funkcji gestosci

= ! X —lx— T _1X—
f(X)—[(%)m det[z]]ep[ Sx =)y uxﬂ (4.58)

gdzie uyx jest wartoscig oczekiwang wektora X, a » | jest macierza kowariancji.

4.11.1 Rozklad normalny dwuwymiarowy

Dla wektora sktadajacego si¢ z dwéch zmiennych losowych (X, y ), réwnanie (4.58) w roz-
winigtej formie ma postaé

1 0202
flzy) = exp —m
2m\ 020k — 02, x%y — ay
_ 2 _ _ _ 2
o2 ool ol
gdzie 1, j1, sa Srednimi rozktadu, o2, o7 sa wariancjami zmiennych Z, §/, natomiast o, jest

ich kowariancja. Na rysunku 4.10 przedstawiono pogladowa ilustracje dwuwymiarowego
rozktadu normalnego. Przecigcia powierzchni f(x,y) z ptaszczyznami pionowymi prosto-
padlymi do osi Z albo do osi g, przbiegaja wzdluz krzywych bedacych jednowymiarowymi
funkcjami gestosci. Ptaszczyzny réwnolegle do ptaszczyzny Ty przecinaja dzwon rozktadu
wzdtuz elips.
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f(x,y)

Rysunek 4.10: Ilustracja dwuwymiarowego rozktadu normalnego. Plaszczyzny pionowe
przecinaja powierzchnig rozktadu dwuwymiarowego wzdhuz krzywych gestosci rozktadéw
jednowymiarowych. Cigcia plaszczyznami poziomymi przebiegaja wzdtuz elips.

Dla rozktadu dwuwymiarowego mozna utworzy¢ warunkowe funkcje gestosci, n.p.

exp { =) } (4.60)

252

1
flylz) = G

sz 2

Jak widzimy, warto$¢ Srednia dla tego rozktadu jest funkcja zmiennej losowej z, funkcja ta
jest postaci

po
() = py + Uy

(z = o) = py + 22z = o) (4.61)

x x

Jest to liniowa funkcja zmiennej &, zwana linig regresji § ze wzgledu na .
Wariancja 5% wynosi

2.2 2
0,0, — 0
o2 =o2(1—p?) = L L (4.62)
T

gdzie p jest wspétczynnikiem korelacji. I
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koy

kcy

Rysunek 4.11: Elipsa stalego prawdopodobiefistwa h(z,y) = k2.
4.11.2 Elipsy stalego prawdopodobienstwa

Przyjmujac w réwnaniu (4.59) f(x,y) = const otrzymamy réwnanie elipsy, wzdtuz ktérej
ma miejsce przecigcie funkcji gestosci z ptaszczyzna pozioma. W rezultacie mozemy
uzyskaé cata rodzing elips o réwnaniu

1 (x — pa)? (x—pa)(y —py) | (W—1y)?] 9
h(z,y) = e e 2p p—— + 72 =k?* (4.63)

Wspélny Srodek elips okreSlony jest przez wartosci Srednie iz, i, Wyznaczone z brze-
gowych rozktadéw dla Z i g. Dla uproszczenia dalszych analiz przesunmy poczatek uktadu

do punktu (fiz, fty).

Dla konkretnego k kazde z réwnan h(x,y) = k2 definiuje elipsg, ktéra da si¢ zamknaé
w prostokacie o rozmiarach 2ko, na 2ko,, wzdhiz osi Ox i osi Oy, odpowiednio. Rysunek
4.11 przedstawia taka sytuacje, pokazana elipsa nosi miano elipsy statej gestosci prawdo-
podobieristwa. Warto$¢ gestosci tego prawdopodobieristwa zalezy od wybranej wartosci k.

Jesli przesuniemy poczatek uktadu wspéirzgdnych, a ponadto wezmieny & = 1 row-
nanie elipsy stalego prawdopodobieristwa przyjmie postaé

(oi)z o <:;r> (é) " <<fyy>2 ==y (4.64)

Eipsa o tym réwnaniu zwana jest elipsq standardowaq, jej ksztatt okreSlaja parametry o, oy
oraz p.

Ktadac do réwnania (4.64) y = 0, wéwczas wspétrzedne punktéw a,a’ przecigcia
elipsy z osia X-sowa wynosza

x = +to\/1—p?

a wspétrzedne punktow b, b’ pzecigcia z osia y-ek wynosza

y = Fo,\/1—p?
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Wspdtrzedne te reprezentuja pierwiastki kwadratowe odpowiednich warunkowych momen-
tow rzedu drugiego: m(z|y = 0) i m(y|z = 0), odpowiednio.

Zamykajacy elipse standardowa prostokat styka si¢ z krzywa w punktach e, e’ o wspot-
rzednych (o4, poy) i (=05, —poy), oraz f, f' o wspétrzednych (poy, 0y) i (—pog, —oy).

Korzystajac z réwnania (4.64) i réwnania osiowego elipsy mozna pokazacé, ze jej pétosie
dane sa formutami

1 1
a’ = 5(0323 + O'Z) + \/4(0% —02)? + 02, (4.65)

1 1
2 _ 2., 2
b° = 5(‘735 +a,) — \/4(03j —02)? + 02, (4.66)

Przy czym wspétczynik korelacji p z réwnania (4.64) zastapiono tu jego definicja p =
Oy/T20y.

Mozna pokazad, ze pétosie a, b z réwnar (4.65) i (4.66) sa pierwiastkami kwadratowymi
warto$ci wlasnych macierzy kowariancji zmiennych z, y

U:% Ozy
Z_[% ot ] (4.67)

Wielomianem charakterystycznym dla tej macierzy jest

(=N + D J(=A) +det[> ]=0

gdzie tr[Y_] jest Sladem macierzy Y, wynosi on (02 + o2), det[_] oznacza wyznacznik
macierzy kowariancji ) _, jest on réwny (032505 - agy).
Wielomian charakterystyczny ma zatem postac
N — (02 + ag))\ + (U?L,UZ — Ugy) =0 (4.68)

I wtasnie pierwiastki tego rownania dane sa wzorami (4.65) i (4.66).

Kat v migdzy pétosia wielka a elipsy i osia Ox dany jest zaleznoscia

204y

2 _
oz —0

tan 2y = (4.69)

2
Y

Wiasciwa ¢wiartka dla kata 2y daje si¢ wyznaczy¢ w oparciu o badanie znaku wartoSci
licznika i mianownika tego wyrazenia. Warto$¢ sin 2y ma taki sam znak jak o, warto$¢
cos 2y ma znak identyczny z o2 — 03.

Na rysunku 4.11 wspétrzedne (u, v), odpowiadaja uktadowi obréconemu o kat v wzgle-
dem uktadu wspétrzednych (z,y). Osie Ou i Ov pokrywaja si¢ z osiami elipsy. Wsp6irze-
dne (u,v) daja si¢ wyznaczy¢ ze wspétrzednych (x,y) za pomocg transformacji obrotu o
kat v, wokét osi prostopadtej do ptaszczyzny elipsy.

W nowym uktadzie wspotrzgdnych zmienne losowe (@, ) posiadaja brzegowe odchyle-
nia standardowe o, 0, poza tym jak wynika z wczeSniejszej dyskusji, mamy, ze o, =
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a, o0, = b, wowczas u, v sa to zmienne stochastyczne nieskorelowane dla ktérych oy, = 0,
a poniewaz mamy do czynieniea z rozkladem normalnym sa to takze zmienne statystycznie
niezalezne.

Zatem, jesli tylko o, # 0y, to za pomoca transformacji obrotu mozna zastapi¢ parg
skorelowanych zmiennych losowych przez par¢ nieskorelowang! Jest to wlasno$¢ ogdlna
zatem, zawsze mozna zastapié zbiér skorelowanych zmiennych losowych przez inny zbiér
(o tym samym wymiarze) zmiennych losowych nieskorelowanych.

Macierz tej transformacji mozna skonstruowac przez wyznaczenie znormalizowanych
wektoréw wilasnych macierzy kowariancji oryginalnych zmiennych losowych i wstawienie
ich jako kolumn nowej macierzy. Ta procedura jest rOwnowazna z diagonalizacjig orygi-
nalnej macierzy kowariancji, bowiem otrzymana w rezultacie macierz kowariancji nowego
nieskorelowanego zbioru zmiennych losowych zawsze jest diagonalna. Jej elementy sa
wartoSciami wlasnymi oryginalnej macierzy kowariancji.

Wobec braku korelacji p = 0, funkcja gestosci (4.59) moze by¢ napisana w postaci

fay) = s— exp{_;<<xﬂx>2+<y—uy>2>}:

2 2
2moL0y oz ogy

- {0 () o o (2} -
= fo(@)- fy(y)

gdzie f,(z), fy(y) sa jednowymiarowymi rozktadami normalnymi o Srednich s, s, i war-
iancjach o2, 02.

Czyli, gdy p = 0, taczna funkcja gestosci f(x,y) moze byé wyrazona jako iloczyn
brzegowych funkcji gestosci zmiennych Z 1 y. Potwierdzamy w ten sposéb wcze$niejsza
uwage, ze dla rozktadu normalnego brak korelacji oznacza takze statystyczna niezaleznos¢é.

Dysponujac réwnaniem elipsy standardowej (4.64) wyznaczymy prawdopodobienstwo,
ze losowy wektor (Z, %) opisuje punkt znajdujacy si¢ we wnetrzu elipsy. Obliczenie tego
prawdopodobieristwa upraszcza si¢ gdy pracujemy ze zmiennymi (@, v), bowiem uktad
(u, D) pokrywa sig z osiami elipsy. Jesli jeszcze weZmiemy zmienne znormalizowane /o,
i v/0y, to zgodnie z okresleniem (4.49), suma ich kwadratéw ma rozktad X22 o dwéch
stopniach swobody.

W rezultacie, prawdopodobienstwo znalezienia punktu okreslonego za pomoca wektora
(u, ) wewnatrz elipsy o osiach ko, i ko, ma postaé

u? v 2 2 2

Dla k = 1 (elipsa standardowa) warto$¢ (1 — «) wynosi 0.3935, zatem prawdopodobieni-
stwo, ze punkt "wpadnie"do elipsy jest réwne 0.3935.

I odwrotnie, wychodzac z przedziatu ufnosci, np. wybierajac a = 0.05, mozemy wyz-
naczy¢ warto§¢ mnoznika k.

P [x3 < x0.052] = P [x3 < 5.94] =0.95
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codaje k = v/5.94 = 2.447, a elipsa odpowiadajaca temu prawdopodobienistwu ma pétosie
a=24470,,b = 2.4470,.

Zwréémy jeszcze uwage na fakt, iz dla brzegowych rozktadéw normalnych jednowymi-
arowych, prawdopodobienstwo, ze kazda zmienna losowa Z lub ¢ z osobna byly w obszarze
+0,, 40y, wynosito 0.683. Tymczasem prawdopodobienstwo tacznego zjawiska, punkt
(x,y) znajduje si¢ we wnetrzu standardowej elipsy wynosi tylko 0.394.

4.11.3 Rozklad 3-wymiarowy, elipsoidy stalego prawdopodobienstwa

Biorac wyktadnik wystepujacy w réwnaniu (4.58), warunek analogiczny do warunku (4.63)
na elipsy odpowiadajace statej gestosci prawdopodobienstwa ma postaé

& - )" (&= ) = K @7)

Jest to dodatnio okreslona forma kwadratowa, reprezentujaca rodzing hiperelipsoid stalego
prawdopodobienistwa.

Waznym przypadkiem takich elipsoid jest przypadek tréjwymiarowy, gdyz czesto po-
jawia si¢ w zastosowaniach, np. przy wyznaczaniu potozenia obiektu w przestrzeni. Wow-
czas réwnanie elipsoidy (dla prostoty ktadziemy wektor wartosci §rednich p, = 0) ma
postac

h(w,y,Z)Z[:v,y,Z]TZ_l y | =& (4.72)

Dla & = 1, mamy tzw. elipsoide standardowa, a jej pSlosie (a, b, c) daja si¢ wyznaczy¢
przez diagonalizacj¢ macierzy kowariancji » |

o2 0 0 a2 0 0 A 00
0 020 [=[0 b0 |[=]0 X 0 |=T')T
0 0 o2 0 0 ¢ 0 0 X3

gdzie T jest ortogonalng macierza, ktérej kolumny sa znormalizowanymi wektorami wtas-
nymi macierzy » , liczby A1, A2, A3 sa wartoSciami wlasnymi macierzy » , natomiast osie
Ou, Ov, Ow tworza obrécony uktad wspétrzednych, taki, ze zmienne losowe u, v, w sa
nieskorelowane.

W sposéb podobny do przypadku dwuwymiarowego mozna pokaza¢ na czym polega
przydatnos¢ takiej elipsoidy. Mianowicie, prawdopodobienistwo, ze punkt lezy we wnetrzu
elipsoidy o pétosiach a = ko, b = ko, c = ko, wyrazi¢ mozna jako

2 2 2
) el e
o, oy Oy

Dla elipsoidy standardowej (1 — ) = 0.199. Tabela 4.1 ilustruje jak zmienia si¢ to praw-
dopodobienstwo dla réznych wymiaréw n, elipsoidy I
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Tablica 4.1: Prawdopodobienstwo znalezienia punktu we wnetrzu hiperelipsoidy standard-
owej dla kilku wymiaréw wektoréw losowych.

n 1 2 3 4 5 6
P 0.683 0394 0.199 0.090 0.037 0.014

4.12 Podsumowanie

Podsumowujac dyskusj¢ rozktadu normalnego wielowymiarowego, warto zwrécié szcze-
g6Ina uwage na koncepcje korelacji. Jak powiedziano, opisuje ona pewna zalezno$¢ migdzy
warto$ciami z i y zmiennych losowych z i y. Nie jest to jednak zalezno$¢ Scista, funkcjon-
alna. Jest ona Scisla jedynie dla wartosci Srednich obu zmiennych losowych, kiedy to za-

lezno$¢ dana jest w postaci lini regresji. Sa to zawsze dwie linie gdyz wartos¢ Srednia y-ka
w funkcji z jest inna niz warto$¢ §rednia x-sa w funkc;ji y.

Korelacja dla biezacych rzeczywistych wartosci x i y, wyraza jedynie tendencj¢ zwiazku
migedzy nimi. Nie jest ona Scista dla indywidualnych par wartosci « i y. Jednak im wyzsza
korelacja, tym wigksza bedzie tendencja na zrealizowanie zwiazku regresyjnego. I’

4.13 Zadanka na ¢wiczenia

1. Dla zmiennej losowej & o rozktadzie jednostajnym (0, 1) oblicz wartosci prawdo-
podobienstwa przyjecia przez ta zmienng warto$ci z rzedziatu E[Z] + 0, E[Z] + 20,
oraz E[Z] + 30,. Poréwnaj pierwszy wynik z prawa strong réwnania (2.10) z rozdzi-
atu 2.



Rozdzial 5

Estymacja parametrow populacji

Streszczenie

Nie ma komu napisaé

I nie wiadomo czy bedzie komu.

Stowa kluczowe: Populacja a proba losowa, przedziat klasowy, czgstosci klasowe, czes-
toSci wzgledne, wykres stupkowy, histogram, stereogram, czgstosci brzegowe, korelacja,
estymacja punktowa, kryteria dobrych estymatoréw, doktadnos¢ a precyzja, sposoby wyzn-
naczania dobrych estymatoréw: metoda momentéw, metoda najwigkszej wiarygodnosci,
estymacja punktowa, centralne twierdzenie graniczne, estymacja przedzialowa, poziom
ufnodci, przedziat ufnosci, estymacja przedzialowa dla wartoSci §redniej, dla wariancji i
stosunku wariancji. ¢

“[Modyfikowano AD 2010, Maj 11.]
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5.1 Wstep

Przyjmijmy, ze mamy do ustalenia warto§¢ pewnej mierzalnej cechy pewnej populacji,
np. interesuje nas Srednia liczba gwiazd podwéjnych mozliwych do obserwacji teleskopem
Zeiss 20/3000 w ciagu jednego roku. Problem ma charakter statystyczny, zatem trzeba go
rozwiazaé postugujac si¢ metodami statystycznymi i tym celu dang sytuacje fizyczna opisu-
jemy za pomoca postulowanego modelu matematycznego. Elementy modelu traktowane
sg jako zmienne losowe, ktérym przypisano pewien taczny rozktad prawdopodobieristwa.
Stowo “przypisano” oznacza, ze rozktad ustalono na podstawie pewnych przestanek np.
teooretycznych, badZ w oparciu o wcze$niej wykonane badania.

Wartosci zmiennych losowych, np. liczba gwiazd obserwowana w polu widzenia teles-
kopu sa konkretnymi realizacjami losowych zdarzen. Takie realizacje mozna powtarzaé
wielokrotnie, jednak liczba powtdrzen jest zawsze ograniczona. Przeciez nie mozemy
w bez konica wykonywaé np. obserwacje gwiazd podwéjnych. Uzyskane w danej serii
wykonywanego do$§wiadczenia wartoSci zmiennych losowych tworza tzw. probe losowq.
Na podstawie analizy préb usitujemy dociec jaki jest rozktad prawdopodobieristwa popu-
lacji, a przynajmniej niektdére jego parametry.

Po oszacowaniu (estymacji, obliczeniu) parametréw populacji nalezy jeszcze ustali¢
wiarygodno$¢ tego oszacowania. W tym celu, obok samych parametréw wyznaczane sg
odpowiadajace im przedzialy ufnosSci. Inne formy oceny jakoSci parametréw np. statysty-
czne testy, dotycza pytania czy rezultaty estymacji pozostaja w zgodzie z poczatkowymi
zatozeniami (hipotezami). I’

5.2 Sposoby opisu proby statystycznej

Dowolny skoficzony zbiér pomiaréw (z1, . . . ;) nazywamy proba. Préba stanowi podzbidr
wzigty z populacji n-wymiarowego losowego wektora X. Bywa, ze proby pobierane sa
w celu ustalenia rozktadu prawdopodobienistwa wszystkich mozliwych wartosci wektora x.
Jednak czesciej za pomoca prob obliczane sa jedynie parametry znanej albo postulowane;j
postaci tego rozkladu.

Dysponujac losowa préba, w pierwszej kolejnosci warto podda¢ ja podstawowej anali-
zie danych, polegajacej na:
e konstruowaniu histograméw,

e wyznaczeniu wartoSci statystyk (estymatoréw) potozeniowych proby (Srednia, medi-
ana, modalna),

e obliczeniu warto$ci statystyk (estymatoréw) rozproszeniowych (dyspersyjnych) pré-
by (wariancje, kowariancje),

e obliczeniu statystycznych momentéw wyzszych rzedéw.
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Rysunek 5.1: Histogramy czgstosci absolutnych rezultatéw pomiaru pewnej wielkos$ci fi-
zycznej. Histogram w lewym gérnym rogu odpowiada danym z Tabeli 5.1.

5.2.1 Histogramy, stereogramy

Budowanie histograméw i stereograméw ma sens jedynie dla dostatecznie duzych préb,
szczegblnie duzych w przypadku rozktadéw wielowymiarowych. W celu skonstruowania
histogramu dane pomiarowe grupowane sa w przedziatach klasowych, a nastgpnie w kazdym
z nich zliczane z osobna. W ten sposdb uzyskujemy tzw. czestosci klasowe (absolutne),
czyli liczby rezultatow pomiaréw o warto$ciach w danym przedziale klasowym. Zami-
ast absolutnych, mozemy podac czestosci wzgledne, czyli stosunki czgstosci klasowych do
liczby wszystkich pomiaréw. Wreszcie za pomocg gestosci czgstosci (stosunek czestoSci
wzglednej do szerokosci przedziatu klasowego) mozemy oszacowaé gestos¢ prawdopodo-
bienistwa wielko$ci pomiarowe;j, dla ktérej wykonujemy histogram.

Tablica czgstosci klasowych okresla rozktad czestosci, ktory ilustrowany jest w pos-
taci diagraméw stupkowych, histograméw, a dla zmiennych losowych dwuwymiarowych
w postaci diagraméw dwuwymiarowych tzw. stereogramow.

Przyktad jednowymiarowy przedstawiono w tabeli 5.1, w ktérej zebrano rezultaty anal-
izy 250 pomiar6éw pewnej wielkosci fizycznej wynoszacej okoto 200. W oparciu o dane
z tej tabeli oraz dane pochodzace z préb o innych rozmiarach, na rysunku 5.1 wykreSlono
histogramy czgstosci klasowych. Na rysunkach widzimy zmiany w wygladzie histogramu.
Przy ustalonej liczbie klas wartoSci podane na osiach pionowych silnie rosng wraz ze wzro-
stem rozmiaru proby. Dla préb o ustalonym rozmiarze wartosci te silnie maleja ze wzrostem
liczby przedziatéw klasowych. Generalnie na tego typu histogramach wzrost liczby klas
doprowadza do zanikania wysokoSci histogramoéw.
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Tablica 5.1: Tlustracja rezultatéw poczynai, ktérych celem byta konstrukcja diagramu typu histogram. Wartosci n = 250 wynikéw pomiar6w mieszcza sie¢ w
przedziale [188.52,214.86]. Przedziat ten podzielono na 10 klas (przedziatéw klasowych) o jednakowej szerokosci 2.634, w wierszu pierwszym podano odpo-
wiadajace kazdej klasie wartoSci Srodkowe, w drugim wartosci lewego i prawego konca przedziatu klasowego. W celu zmniejszenia szerokoSci tabeli wartosci te
zmniejszono o 180.0. Dla kazdej klasy wyznaczono liczbg pomiaréw do niej wpadajacych (czestosci klasowe, absolutne), a dzielac te wartosci przez liczbg wszyst-
kich pomiaréw obliczono czestosci wzgledne danej klasy. Wreszcie dzielac czgstosci wzgledne przez szerokos$¢ przedziatu klasowego, obliczono odpowiadajace im
wartoSci gestosci, czyli czgstosci na jednostke wielkosci bedacej przedmiotem pomiaru. Histogramy czestosciklasowych oraz gestosci dla wartosci podanych w tej
tabeli pokazano w pierwszym wierszu po lewej na rysunkach 5.11 5.2.

Wartosci Srodkowe 9.83 1247 1510 1774 2037 23.00 2564 2827 3091 33.54
Granice przedziatléow | 8.52- 11.15- 13.79- 16.42- 19.05- 21.69- 24.32- 2696- 29.59- 32.22-

klasowych 11.15 1379 1642 19.05 21.69 2432 2696 29.59 3222 34.86
Czgstosci klasowe 12 16 37 46 46 37 29 20 2 5 > =250
Czestosci wzgledne | 0.048  0.064 0.148 0.184 0.184 0.148 0.116  0.08 0.008 002 | > =1.0

Gestosé
czestosci wzglednej | 0.0182 0.0243  0.0562 0.0699 0.0699 0.0562 0.0440 0.0304 0.0030 0.0076
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Rysunek 5.2: Histogramy gestoSci czestosci wzglednych rezultatéw pomiaru pewnej wiel-
kosci fizycznej.

Mozemy czgSciowo przedziwdziataé temu zjawisku wykreslajac histogramy gestosci
czgstosci wzglednych. Wyglad histograméw zmienia si¢ jak poprzednio, ale na osiach pi-
onowych mamy wartoSci bardzo do siebie zblizone. Na takich histogramach powierzchnia
kazdego prostokata jest rowna prawdopodobienistwu wpadania pomiaru do danego przedzi-
atu klasowego. Ten typ histogramu przedstawiono na rysunku 5.2.

W tabeli 5.2 przedstawiono przypadek dwuwymiarowy ilustrujacy grupowanie §ladéw
po pociskach wystrzelonych w kierunku tarczy. Kazdy punkt na tarczy reprezentowany jest
przez parg wspétrzednych kartezjanskich x, y. Rozmieszczenie punktéw podlega prawom
prawdopodobiefistwa, tutaj dwuwymiarowemu rozktadowi zmiennych losowych Z, 4.

Pewna osoba oddata 400 strzatow, siatka pomiarowa miata kwadratowe oczka o bokach
wynoszacych 3 cm. Policzono liczbe punktéw w kazdym polu, wyniki zawarte sag w gérnej
polowie kwadratow w tabeli 5.2.

Taka tablica reprezentuje dwuwymiarowy rozklad gestoSci powtarzalnosci strzatéw i mo-
ze postuzy¢ do konstrukcji stereogramu czyli dwuwymiarowego histogramu, poprzez wznie-
sienie kolumn nad kazdym kwadratem. Objeto§¢ kolumny jest proporcjonalna do wzgle-
dnej czestosci liczby trafied w dany kwadrat. Np. czgstosé wzgledna nad kwadratem (6, 6)
wynosi 8/400 = 0.02, 8 jest liczbg trafiefi w ten kwadrat, 400 jest ogdlng liczbg strzatéw.
Czestos¢ wzgledna reprezentuje prawdopodobienistwo zajScia danego zdarzenia, dlatego
mozemy napisaé P[(6,6)] = 0.02. Okreslone w ten sposéb prawdopodobienstwo trafienia
w konkretny kwadrat tarczy, dotyczy obydwdéch zmiennych losowych Z ¢ 4 tacznie.

Przypusémy jednak, ze zainteresowani jesteSmy w celnosci trafienia jedynie ze wzgledu
na kierunek z, bez zwracania uwagi na kierunek y. Czyli pytamy jaki jest rozrzut strzatéw



Tablica 5.2: Rezultaty badan celno$ci strzaléw do tarczy. Trafienia pogrupowano w kwadraty klasowe o rozmiarach 3 x 3 cm, liczba trafied w dany
kwadrat podana jest w gérnej czg$ci kwadratu. Opis szczegélowy podany jest w teksScie.
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na lewo i na prawo od §rodka tarczy. Jest to przypadek jednowymiarowy ze zmienng losowa
Z, a wartos$ci w trzecim rzgdzie od dotu w tabeli 5.2, odpowiadajg czgstosciom trafien w od-
powiednie 3 centymetrowe przedzialy x. Wartosci te uzyskano przez zsumowanie liczb
z odpowiednich kolumn tabeli.

Podobny rozktad dla kierunku y otrzymamy sumujac liczbe trafien w poszczegdlnych
wierszach, podano go w ostatniej prawej kolumnie tabeli 5.2. Te dwa zbiory liczb stanowia
brzegowe czestosci trafiefi, a jezeli podzielimy je przez catkowita liczbe strzatéw uzyskamy
brzegowe czgstoSci wzgledne badanych zdarzen. Np. prawdopodobiefistwo, ze x przyjmie
warto$¢ z przedziatu (7.5,10.5) wynosi 0.120. Dla interwatu (—1.5,+1.5) wynosi 0.192.

Mozna okresli€ jeszcze inny uniwariantny rozktad prawdopodobiefistwa, np. ze wzgle-
du na y przy ustalonym x. Przyktadowo, dla x = —6, mozna odczytaé podane w odpowiada-
jacej mu kolumnie wzgledne czestosci dla y: 0.04,0.11,0.20,0.25,... '. Analogicznie,
biorac dane z jednego wiersza, znajdziemy wartosci czestoSci wzglednych dla z, przy
ustalonych interwatach dla y. Liczby te odpowiadaja warunkowym rozktadom czgstosci.

Zauwazmy, ze w poszczegOlnych wierszach mamy inne warunkowe czgstosci wzgle-
dne. Oznacza to, ze jesli zmienimy warto$¢ jednej ze zmiennych, odpowiadajacy jej warunk-
owy rozklad dla drugiej zmiennej takze si¢ zmieni. Tego rodzaju “wptyw” jednej zmiennej
losowej na druga wskazuje na korelacje. Takiej statystycznej korelacji czy zaleznosSci, nie
nalezy myli¢ z zalezno$cia algebraiczng. Przy zaleznoSci algebraicznej, warto$¢ jednej ze
zmiennych natychmiast okresla druga. Natomiast w naszym przyktadzie jasne jest, ze z iy
nie sa ze sobg zwiazane funkcjonalnie.

Korelacja moze by¢ silna lub staba. Oznacza to silne lub stabe zmiany rozkltadéw
warunkowych przy zmianie warunku. Korelacja zerowa, oznacza ze rozktad warunkowy
nie zmienia si¢ wraz ze zmianami warunku.

Z rozkladéw czegstosci daje si¢ wyprowadzi¢ wnioski o odpowiadajacych im rozkta-
dach prawdopodobieristw. Nie jest to wiarygodne gdy liczebno$¢ proby statystycznej jest
niewielka, jak to czgsto ma miejsce w zagadnieniach inzynieryjnych. W takich wypadkach
typ rozktadu prawdopodobienistwa danej zmiennej losowej ustalony jest a priori, na mocy
zalozenia. A z proby oszacowuje si¢ jedynie pewne jego parametry. [

5.2.2 Statystyki z proby
5.2.2.1 Wartosci centralne, miary potozenia

Srednia proby. Niech bedzie dana préba (1, . .. z,) o rozmiarze n, zmiennej losowej .
Empiryczna wartos¢ oczekiwana tej zmiennej, czyli Srednia proby okres§lona jest jako

T = %Zw 5.1

Warto$¢ oczekiwana zmiennej z, czyli E[Z], jest wartoscia Srednig catej populacji, i jako
taka jest wartosScig doktadna. Srednia empiryczna T jest zmienng losowa a jej wartoScia

"Droga Czytelniczko, Czytelniku, mysle, ze nie od rzeczy bedzie jesli zrobisz sobie teraz kawke i w trakcie
jej konsumpcji sprébujesz przez moment pomysle¢ w jaki sposéb policzono te wartosci.
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Rysunek 5.3: U gory, polozenie mediany w uszeregowanej rosnaco prébie pomiarowej. U
dotu, potozenie modalnej, mediany i wartosci Sredniej na histogramie.

oczekiwana bedzie

EF - E i;mi]:E[m—i—...—i—mn]—
1 1
= ﬁ(E[l'l]—F...—i-E[l'n]):E'TL,LL:,LL (5.2)

Srednia arytmetyczna T, wyznaczona z préby, np. ze zbioru niezaleznych obserwacji, jest
jedynie estymatorem (przyblizeniem) wartosci Sredniej ¢ zmiennej losowej .

Mediana. Wyznaczenie mediany wymaga ustawienia wartosci préby rosnaco albo
malejaco. Mediana jest wartoScig Srodkowego pomiaru jesli liczba pomiaréw n jest nie-
parzysta, lub jest Srednig arytmetyczna z dwéch wartosci Srodkowych gdy n jest parzyste.
Na lewo i prawo od mediany mamy wigc zawsze identyczng liczbg obserwacji. Ze sposobu
wyznaczenia mediany wynika, ze jej warto$¢ jest zupelnie nieczula np. na wartosci wys-
tepujace po lewej badZ po prawej stronie szeregu pomiarowego. W zargonie statystykow,
moéwi sig¢ o niewrazliwos$ci mediany na wartosci wystgpujace w ogonach rozkladu.
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Modalna. Modalna préby jest wartoscia, ktéra wystepuje w probie najczesciej. W przy-
padku histogramu nalezy ona do przedziatu klasowego, nad ktérym rozpina si¢ prostokat
o najwigkszej wysokosci. I

5.2.2.2 Miary rozproszenia, rozrzutu

Rozpietosé. Obliczana jest jako réznica pomigdzy najwigksza i najmniejsza wartoscig
z préby. Jest to najprostsza miara rozrzutu préby, ale nie jest ona tak indykatywna jak
inne miary.

Odchylenie Srednie ( odchylenie przecigtne). Jest to jeszcze jedna gruba miara roz-
proszenia. OkreS§lana jest formuta

n

1
Tod=—> |2 —T] (5.3)

i=1
gdzie T jest Srednig arytmetyczna. Zamiast §redniej T, mozna braé inne miary potozenia.
Modut | z; — T | jest odchylka, x4 jest po prostu Srednig arytmetyczna odchyltek.

Wariancja. Wariancja z préby okres§lona jest wzorem

§2= 3 (2 7)? (5.4)

n—14
=1

gdzia ¥ — Srednia z préby, n — rozmiar préby.

Powodem potozenia w mianowniku réznicy (n — 1) jest zadanie, by S? miata warto§¢
oczekiwang réwna wariancji populacji, czyli aby

E[S?] = o* (5.5)

Réwnanie (5.5) oznacza, ze zmienna losowa S2 ma rozktad prawdopodobiefistwa o war-
toici §redniej o2. Gdyby w réwnaniu (5.4) w mianowniku potozyé n, wéwczas wartosé
oczekiwana tak zdefiniowanej wariancji wynositaby (n — 1) - 2. W tym wypadku wa-
riancja z proby bylaby obciqzonym estymatorem poniewaz jej warto$¢ oczekiwana bytaby

rézna od wariancji populacji.

Kowariancja. Majac do dyspozycji n par (x1,y1), (x1,¥2), . . . wartosci wektora loso-
wego (7, 9) oprécz S2, SZ mozna jeszcze obliczy¢ kowariancj¢ z préby, mianowicie

1 n
Sty =—12 (@ =Dy~ 7) (5.6)
i=1

gdzie ¥,y sa warto$ciami §rednimi zmiennych losowych Z i g. I’
5.3 Estymacja punktowa

Oszacowanie parametréw rozktadu prawdopodobienistwa badanej populacji nazywamy es-
tymacjq parametréw, a do tego celu wykorzystujemy podane wyzej funkcje zwane statysty-
ka, estymatorami. Ich warto$ci (tzw. estymaty) wyliczane sa na podstawie préby pomiaro-
wej reprezentujacej dana populacje.
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Rysunek 5.4: TIlustracja trzech estymatoréw parametru p. Estymatory (1), (2) sa nieob-
ciazone, obcigzony estymator (3) ma najmniejsza wariancjg.

Oszacowanie wartosci jakiego§ parametru rozktadu populacji nazywane jest estmatcjq
punktowq.

Estymatorami punktowymi sa $rednia préby &, wariancja S2, kowariancja Sgy. Sa one
estymatorami parametrow i, o2, agy jakiegos$ rozktadu prawdopodobieristwa.

Estymator p daje dobre przyblizenie szacowanego parametru p populacji, jesli spel-
nia okreslone warunki, kryteria: nieobciazonosci, zgodnosci, minimalnej wariancji, efekty-
wnosci.

Przypusémy, ze na podstawie danych z préby o liczebnosci n obliczono estymate p; es-
tymatora p. Jesli eksperyment zostanie powtérzony wielokrotnie, mozliwym bedzie oblicze-
nie kolejnych estymat po, ps, . . ., pr. Otrzymane estymaty na ogét beda si¢ réznity migdzy
soba. Estymator p jest przeciez zmienng losowa a estymaty p1, po, . . ., Pr. Sa mozliwymi
warto§ciami tej zmienne;j.

Estymator p moze by¢ skonstruowany w rézny sposéb, np. niech bedzie, ze p daje
przyblizona warto$¢ parametru p zawsze z nadmiarem. Wéwczas kazda z wyznaczonych
estymat p;, (i = 1,..., k) bedzie wigksza od rzeczywistej wartosci parametru p. Réwniez
warto$¢ oczekiwana zmiennej p bedzie wigksza od p, czyli E[p] > p. Zatem postuzenie sig
estymatorem, ktdrego warto$¢ oczekiwana nie jest rowna wartosci szacowanego parametru
prowadzi do btedéw systematycznych.

Kryterium nieobciazonosci. Na dobry estymator naktada si¢ warunek by byt estyma-
torem nieobcigzonym. Jest to rownowazne zadaniu by dla dowolnego rozmiaru préby

E(p) =p
Jezeli jest inaczej mamy do czynienia z blgdem systematycznym Bj (bias) postaci
Bs=E(p) —p (5.7

Rysunek 5.4 przedstawia trzy estymatory. Dwa pierwsze (1) 7 (2) sa nieobciazone, trzeci
(3) wykazuje odchylenie systematyczne (bias).
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Kryterium zgodnoSci. Estymator jest estymatorem zgodnym jesli przy rozmiarze proby
n — oo prawdopodobieristwo, ze warto$¢ estymatora p coraz mniej rézni si¢ od wartosci
parametru p, dazy do jednosci. Czyli dla dowolnie matego ¢ > 0 mamy

ILm P(lp—pl<e) =1 (5.8)

Kryterium minimalnej wariancji. Nie mozna jednak sadzi¢, ze estymator nieob-
ciazony daje zawsze dobre przyblizenie szacowanego parametru. Moze si¢ zdarzy¢, ze
rozproszenie mozliwych wartosci estymatora p woko6t wartosci oczekiwane;j jest duze, tzn.
ze ma on duza wariancjg.

Na rysunku 5.4 mamy przypadek, w ktérym wariancja estymatora (1) jest mniejsza
anizeli estymatora (2). Ale wariancja dla estymatora (3) jest najmniejsza. Stad, biorac pod
uwage jedynie kryterium minimalnej wariancji, estymator (3) jest najlepszym estymatorem
parametru p populacji. Istotnie, gdyby wszystkie te estymatory byly nieobciazone, bytby
to wybor stuszny. Bowiem tylko w wypadku tego estymatora mamy najmniejsze ryzyko,
Ze wyznaczona przez nas jego estymata wyraznie rézni si¢ od warto$ci oczekiwanej tego
estymatora.

Jedli jednak (3) jest estymatorem obcigzonym, a to wlasnie rysunek 5.4 sugeruje, to
trzeba starannie rozwazy¢ korzysci ptynace z nieobcigzenia w stosunku do korzysci ptynace;j
z minimalnej wariancji.

Kryterium efektywnoSci. Estymator efektywny to estymator nieobciazony o minimal-
nej wariancji. Mozna wykazaé, ze je§li wariancja estymatora nieobcigzonego przy n — oo
dazy do zera, to taki estymator jest rowniez estymatorem zgodnym.

Dygresja : dokladnoS$¢ - precyzja.

Miara precyzji moze by¢ rozrzut (dyspersja) zbioru obserwacji. Precyzja jest miarg
wewngetrznej zgodnosci zbioru obserwacji.

Na rysunku 5.4, estymator (2) ma mniejsza precyzj¢ niz estymator (3). Estymatory
(1)i(2) sajednakowo doktadne, ale nie tak precyzyjne jak estymator (3). Jednak estymator
(3) jest mniej doktadny. Réznica pomigdzy precyzja i doktadnoscia wynika z obecnosci
btedu systematycznego. Precyzja dotyczy jedynie efektéw przypadkowych, doktadnosé
natomiast zaréwno przypadkowych jak i systematycznych.

Gauss jako miarg doktadnosci zaproponowal tzw. sredni btqd kwadratowy
m? = E[(p — E[p])’] (5.9)
co jak mozna pokazac jest rtéwnowazne réwnaniu
m? = U}% + (bias)? (5.10)
W celu ilustracji podanych wyzej koncepcji dobrego estymatora, rozwazmy zmienng loso-

wa T, dlaktérej warto$¢ oczekiwana wynosi E(Z) = p.

Oczywiscie kazda obserwacja x;, ze zbioru n niezaleznych pomiaréw bedzie nieob-
cigzonym estymatorem Sredniej p. Jak wiemy Srednia arytmetyczna T réwniez jest nieob-
cigzonym estymatorem g. A zatem z punktu widzenia nieobciazonoSci sa to jednakowo ak-
ceptowalne estymatory. Sytuacja zmienia si¢ jezeli przejdziemy do poréwnania wariancji.
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2

Wariancja zmiennej ¥ jest rdwna o“ wariancji populacji. Wariancje o% $redniej arytmety-

cznej obliczymy ze wzoru

SN

= E[(z-E®)’ =E[7—-pn? =

2

- %E[((azl — )+ (2 = ) + ot (20— p)?] =

= F

= %E[(ﬂcl — 1)+ (21 — )z — p) + (21 — p)(z3 — ) + oo 4 (2 — 1)

a skoro elementy préby z; sa losowo niezalezne, mamy, ze wszystkie kowariancje, czyli
wyrazy E[(x; — p)(x; — )], ¢ # j znikaja. Zatem bedziemy mieli

o2 =02/n (5.11)
Poniewaz 02 < o2, $rednia Z czyni zado$¢ kryterium najmniejszej wariancji. Estyma-
tor 7 jest takze estymatorem zgodnym. Estymator okre§lany jest mianem wystarczajqcego
(dostatecznego) jesli skupia w sobie wszystkie informacje o estymowanym parametrze. I

5.4 Metody estymacji punktowej

Estymatory posiadajace wszystkie wymienione wyzej wlasnoSci okreslane sa mianem “’naj-
lepszych” estymatoréw. Ale pewne z tych wlasnosci bywaja wazne tylko asymptotycznie.

W praktycznych zastosowaniach warto stosowaé metody wyznaczania estymatoréw,
dla ktérych spetnione sa wszystkie kryteria dobrego estymatora lub przynajmniej niektére
z nich. Sa to nastgpujace metody: metoda momentdéw, metoda najwigkszej wiarygodnosci,
metoda najmniejszych kwadratéw. I

54.1 Metoda momentow

Jako estymante dla k-tego momentu rozktadu prawdopodobienistwa bierzemy po prostu k-ty
moment z proby jednakowo doktadnych pomiaréw

1 n
my = > ak (5.12)
=1

Przyktad — warto$¢ Srednia z proby. Zauwazmy, ze czynnik 1/n w tym wzorze reprezen-
tuje jednakowe prawdopodobieristwo kazdej warto$ci pomiaru x; I’

54.2 Metoda najwigkszej wiarygodnosci

Jest to metoda szeroko wykorzystywana w statystyce. Stosowana jest dla oszacowania pa-
rametrow w taki sposob, by wyznaczone na podstawie préby ich wartosci byty najbardziej
prawdopodobne.



5.4 Metody estymacji punktowej 95

Jesli zmiene losowe x; sa niezalezne i maja taki sam rozktad f(z;), to uzyskany z proby
wektor (z1 ... x,) ma rozktad taczny postaci

n

L(xl...:zn;pl...pm):Hf(xi;pl...pm) (5.13)
i=1

gdzie p; . .. pm, sa parametrami funkcji rozktadu, ktére wtasnie nalezy oszacowacd.

Réwnanie (5.13) nazywane jest funkcjq wiarygodnosci. Gesto$¢ f(x;) jest funkcja
nieznanych parametrow pi, ..., pm, te z kolei sa wyrazone przez wartosci z préby p; =
gi(x1 ... xp).

Wydaje si¢ by¢ wiarygodnym wyznaczenie estymatorow p; w taki sposéb by taczna
funkcja gestosci prawdopodobiefistwa I, miala warto§¢ maksymalng. Warunek taki do-
prowadza do uktadu réwnan

oL OlnL

01
ap 0 lub ap

0 (5.14)

Rozwiazanie (5.14) daje estymator parametru p zwany estymatorem najwigkszej wiary-
godnosci. Ta metoda estymacji wymaga jednak a priori postaci funkcji rozktadu badanej
zmiennej losowe;.

Dla przyktadu oszacujmy $rednig rozktadu normalnego wykorzystujac dane z proby
(1 ...x,). Poniewaz

fla) =~ 127T exp [—; <x;”>2]

funkcja wiarygodno$ci ma postac

1 1 —u\? 1 1 —u\?
L=——=exp|—2 (1‘1 ,u> exp |—= (xn M)
o\ 2T 2 o o2 2 o

1 1 Ty — 2
L‘Wexpl‘zzw]

i=1

By utatwic policzenie pochodnych, w warunku (5.14) oplaca si¢ najpierw funkcje¢ L zloga-
rytmowad

n

1
202 (zi — )
i=1

InL = —g In(270?) — 2

a po jej zrézniczkowaniu, pochodna ze wzgledu na ¢ wynosi

O(nL) -2
ou 202

(@i —p) - (=1)
i=1

a po przyréwnaniu do zera, dla maximum bedzie

n

Z(%—M)ZZ%—”M:O
i=1

i=1
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1 n
n= ﬁzxi
i=1

Jak widaé, estymator najwigkszej wiarygodnosci dla Sredniej z rozktadu normalnego jest
réwny Sredniej arytmetycznej z proby.
Poszukajmy za pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci estymatora dla wariancji o2.
Rézniczkujac In L po o2 otrzymamy

d(InL) —nm -~ 4 2
d(o?)  2mo? T ogt ;(% =0

Warunek maximum oznacza, ze

1< 1
gZ(wi—M)zzn = UZ:gZ(%‘—M)z
=1 ]

co nie jest tym samym co definiowana réwnaniem (5.4) wariancja z préby S2. Widzimy ze
estymator o dany wzorem powyzej jest estymatorem obciazonym! [’

5.4.3 Metoda najmniejszych kwadratéw

Inng metodq znajdywania estymatoréw jest metoda najmniejszych kwadratéw (w skrdcie
MNK). W przeciwienistwie do metody najwigkszej wiarygodnosci, by zastosowaé MNK
nie musimy zna¢ rozktadu badanej zmiennej losowej. Dopiero w celu zbudowania prze-
dziatéw ufnosci, czy podczas testowania hipotez, informacja o rozkladzie jest wymagana.
Jezeli zmienne losowe (ktorych obserwacje dotycza) maja rozktad normalny, metoda naj-
mniejszych kwadratéw daje identyczny rezultat jak metoda najwigkszej wiarygodnosSci.

Niech v bedzie wektorem residuéw, tzn. v = [ —, gdzie 1 jest estymatorem a posteriori
wielkosci obserwowanych. Niech v ma rozktad normalny, oraz E[v] = 0, za$§ macierz
> niech bgdzie macierza kowariancji obliczong za pomocg wartosci wzigtych z proby.
Woéwczas, skoro taczna funkcja gestosci rozktadu normalnego ma psotaé

1) = Cowp (5 (v = BT (v - B =

= (Cexp (—;VTZ_1V>

kryterium najmniejszych kwadratéw pociaga by ¢ = VTZ_lv osiggato minimum, co
odpowiada maksymalnej warto$¢ f(v). A to jest rOwnowazne warunkowi postawionemu
w metodzie najwigkszej wiarygodnosci. I

5.5 Estymacja przedzialowa

Oszacowanie wartosci parametru populacji za pomoca jednej liczby nazywamy estymacja
punktowa. Wszystkie omawiane wyzej oszacowania byly estymacjami punktowymi. Tego
typu oszacowanie moze okazaé si¢ ryzykowne szczegdlnie gdy mamy do czynienia z pré-
bami o niewielkich rozmiarach, bowiem nie zdajac sobie z tego sprawy mozemy wéwczas
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uzyskaé oceny znacznie réznigce si¢ od szacowanego parametru. Dlatego gdy rozmiar
préby jest nieduzy, bedzie bezpieczniej gdy zastosujemy estymacje przedziatowa.

Estymacjq przedziatowq nazywane jest oszacowanie parametru dokonane za pomoca
dwdch liczb odpowiadajach koficom tzw. przedziatu ufnosci. Taka estymacja poza wartos-
cig parametru, umozliwia ustalenie wiarygodnoS$ci oszacowania, odpowiadajacej wybrane-
mu poziomowi ufnosci (stopniowi pewnosci).

Przypusémy, ze na podstawie préby obliczono wartos¢ statystyki p, ktéra szacuje niez-
nang warto§¢ parametru p badanej populacji. O p wiemy, ze jest wielkoscia stata 2.
Estymata p tym lepiej okresla parametr p, im mniejsza jest warto$¢ bezwzgledna réznicy
|p — p| migdzy tymi wielkoSciami.

Spostrzezenie to mozna wyrazi¢ nieco inaczej. Jezeli ¢ > 0 oraz |[p — p| < ¢, to im
mniejsze jest € tym oszacowanie parametru p bedzie doktadniejsze. W ten sposéb dodatnia
liczba € charakteryzuje jako$¢ estymacji.

Niestety, metody statystyczne nie pozwalaja na wyznaczenie przedziatu, w ktérym
z cala pewnoScia lezy poszukiwany parametr p, czyli nigdy nie mamy pewnosci, ze nie-
réwnos¢é |p — p| < € jest spetniona. W ramach statystyki mozna jedynie méwié o praw-
dopodobiefistwie v = 1 — a (tzw. poziom ufnosci) z jakim nieréwnds¢ ta jest spetniona.

W przypadku gdy mamy do czynienia z rozktadami niesymetrycznymi nieréwnoS$¢ ma
posta¢ —e1 < p — p < €9, gdzie 1,2 > 0.

W praktyce, poziom ufnosci jest zadany z gory, przyjmowane sa tu wartosci bliskie jed-
nosci, np.: 0.95, 0.99, 0.999, ale jednoczesnie zalezy nam na mozliwie waskim przedziale
z duza wiarygodnoscia pokrywajacym nieznany parametr p.

W konstrukcji przedziatu ufnosci korzystamy z wyrazenia pozwalajacego na obliczenie
prawdopodobiefistwa z jakim zmienna losowa Z przyjmuje wartosci z przedziatu (z1, z2),
tzn.

P(21 < & < 2) = F(ws) — Fla1) = /m (@) - da

Analogicznie piszemy dla ustalonej wartosci poziomu ufnosci (1 — «)
Ph—ci<p<p+te]=1—a, (5.15)

co interpretujemy nastgpujaco: przedziat (p — 1, p + £2) z prawdopodobienstwem (1 — )
pokrywa nieznany parametr p. Prowdopodobiefistwo, ze p nie wpada do tego przedziatu
Wynosi a.

Mamy zatem, ze przedziat ufnosci to przedziat (p — e1, p + £2), ktory z zadanym praw-
dopodobienstwem (1 — «) (poziom ufnosci), pokrywa nieznany parametr p.

“Mozliwe jest uogélnienie w ktérym p jest zmienna losowa.
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Rysunek 5.5: Estymacja przedzialowa nieznanego parametru p populacji. Przedziat pq, po
z prawdopodobieristwem (1 — «) pokrywa nieznang wartos¢ p.

£p)
roaklad sredmis % of 0 odch st srednis

rozklad \\

pepulacji

& odch.std. populacji

_ S

1

~__

Rysunek 5.6: Ilustracja wniosku z centralnego twierdzenia granicznego: populacja o Sred-
niej p 1 odchyleniu standardowym ¢ ma dowolny rozktad prawdopodobiefistwa; Srednia
arytmetyczna T proby wzigtej z tej populacji ma w przyblizeniu rozktad normalny o §red-
niej v i odchyleniu standardowym o /+/n.

Dygresja. Korice przedziatu (p — £1,p + €2) sa zmienne i maja charakter losowy,
bowiem dla réznych préb branych z tej samej populacji uzyskamy rézne wartosci
estymatora p. Granice te sa funkcjami wielkoSci pomiarowych i przyjetego statego
poziomu ufnosci. Dla ustalonej wartosci prawdopodobieristwa (1 — «), szerokos¢
przedziatu ufnosci zmniejsza si¢ ze wzrostem liczby pomiaréw (ze wzrostem liczby
stopni swobody). Ale jesli z tej samej populacji pobieramy préby o jednakowe;j liczeb-
nosci, woéwczas dla wyzszego poziomu ufnosci dostaniemy szerszy przedziat ufnosci.

’—)
5.5.1 Przedzial ufnosci dla Sredniej

Z centralnnego twierdzenia granicznego > wynika, ze dla populacji o dowolnym rozktadzie
G(p, o), warto$¢ Srednia Z obliczona z pobranej z niej proby, w przyblizeniu ma rozktad
N (u,0/+/n) (rysunek 5.6). Przyblizenie jest tym lepsze im wigkszy jest rozmiar n proby.
Jesli rozktad populacji jest normalny, to rozktad Sredniej tez jest normalny, niezaleznie od
liczebnosci proby.

3Nazwe “centralne” nadano temu twierdzeniu z uwagi na role jaka ono odgrywa w statystyce i rachunku
prawdopodobieristwa. Oczywiscie istnieja zwolennicy nazywania tego twierdzenia “wielkim twierdzeniem
granicznym”.
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f(z)
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Rysunek 5.7: Estymacja przedziatowa wartosci $redniej. Zmienna standaryzowana z stuzy
do ustalenia przedziatu —z, /3, 2, /2 pokrywajacego z prawdopodobiefistwem 1—« nieznang
wartos¢ z, dla ktérej bedziemy mieli, ze p =T — zo /\/n.

Rozwazmy zmienna losowa & majaca rozktad normalny, wyznaczong jako Srednia aryt-
metyczna z proby pomiarowej wzigtej z populacji o nieznanej wartoSci oczekiwanej p ale
o znanej wariancji 0. Za punktowy estymator warto$ci ¢ mozemy wzia¢ warto$é $rednia 7.
Obok oceny punktowej, chcemy wyznaczy¢ przedziat ufnosci pokrywajacy przy poziomie
ufnosci (1 — «) nieznang warto$¢ parametru /.

Teoria poucza nas, ze zmienna losowa Z, okreSlona wyrazenniem z = (Z — u) /(0 /y/n)
ma rozktad normalny N(0,1). Zatem jeszcze przed pobraniem préby mozemy skonstru-
owac przedziat,

o o
sfpreneey)
o ktérym dla z = 1.96 moglibySmy z prawdopodobiefistwem 0.95, twierdzié, ze wyzna-
czona za chwilg warto$¢ = bedzie w nim si¢ znajdowata.

Poniewaz odlegtos¢ od & do w jest taka sama jak od p do Z, stad, & wpada do przedziatu
p =+ zo //n wtedy gdy p znajduje sie¢ we wnetrzu przedziatu z + zo //n.

GdybySmy w populacji o znanej p wielokrotnie realizowali nasz eksperyment przeko-
naliby$Smy sig, ze dla z = 1.96, to co powiedziano wyzej bedzie miato miejsce 95 razy na
100 przypakéw, czyli w 95% przypadkéw.

W mysl tego co powiedziano wyzej przedzial ufnosci dla sredniej x4 populacji mozna
skonstruowaé nastgpujaco. Na podstawie standardowego rozktadu normalnego dobieramy
taka wartos¢ z, /o by prawdopodobienstwo, ze zmienna Z przyjmie wartos¢ na zewnatrz
przedziatu (—z,/2, 24/2) Wynosito a (patrz rysunek 5.7 ). Stwierdzenie probabilistyczne
dotyczace symetrycznego przedziatu ufnosci ma zatem postaé

P _Za/2< <Zo¢/2 =1—«

T—p

o/vn

lub
PZT—z4p-0/Vn<p<T+zys-0/vn|=1-a (5.16)

A stad mamy, ze przedzial ufnosci dla ;+ ma postaé

j*'201/2'O-/\/777f<:U’<E7LZ0¢/2'O-/\/E
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Przedziat ten z prawdopodobieristwem (1 — «) pokrywa szacowang przez nas Srednig (.

Dla o = 0.05, bedzie z, /o = 1.96 zatem réwnanie (5.16) przyjmie postac
P[z—1.96-0/vn<p<T+1.96-0/v/n] =0.95
a przedzialem ufnosci bedzie
T—196-0/Vn<p<zT+196-0/\/n

Byt to przyktad dwustronnego przedziatu ufnosci. Dla jednostronnego przedziatu ufnosci
mamy

P[—za< a?—u] =1—«

Plu<z+zq-0/vn)=1-a (5.17)

W przypadku gdy odchylenie standardowe o populacji jest nieznane, z koniecznoSci
trzeba je zastapi¢ odchyleniem standardowym s wyznaczonym z préby (réwnanie (5.4)).
Estymator (T — )/ (s/+/n) ma teraz rozktad ¢ o (n — 1) stopniach swobody. Stwierdzenie
probabilistyczne dotyczace przedziatu ufnosci dla tego estymatora ma postaé

T—p
P —toj2n-1 < s/n <tajon-1| =1—«a
lub

P[T—taop-s/Vn<p<T+tamn1-s/vn]=1—a (5.18)

Przyjmujac o = 0.05, z tablic rozktadu ¢ dla np. n — 1 = 7 dostaniemy ¢, /57 = 2.365.
Przedziat ufnosci jest wigc szerszy nizeli w przypadku gdy znamy warto$¢ o. Ze wzrostem
liczby stopni swobody — czyli ze wzrostem wielkoSci préby réznica pomigdzy wartoSciami
taj2 1 2472 maleje, o ile pozostate wielkosci nie zmieniaja si¢. W praktyce gdy préba
przekracza rozmiar 30, rozktad ¢ czesto jest aproksymowany standaryzowanym rozkladem
normalnym. I’

5.5.2 Przedzial ufnosci dla wariancji

Niech dana bedzie wariancja s? otrzymana z préby zaczerpnigtej z populacji o rozktadzie
N (u, o). Zmienna losowa ms? /o (m jest liczba stopni swobody z jaka policzono s? ), ma
rozktad x2 dla m stopni swobody. Przy poziomie ufnosci (1 — o) zmienna ta z prawdopo-
dobieristwem (1 — «) przyjmie wartosci pomigdzy Xi J2m i X%_ o/2.m czyli

r 2
2 ms 2
P Xa/2,m < o2 < Xl—a/Z,m:| =l-a

lub

Pl <o <2 ]:1a (5.19)
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5.5.3 Przedzialy ufnosci dla stosunku wariancji

Niech dane sa dwie niezalezne proby losowe o rozmiarach n; i no, pochodzace z normal-
nych populacji o wariancjach 0% i 02. Wéwczas kazda ze zmiennych losowych ms? /03,
mes3 /o3 gdzie my = ny — 1, mg = ng — 1, ma rozktad x? dla my i ms stopni swobody,
odpowiednio. Stosunek tych zmiennych

2/ 2 2.—2
F— s1/07 _ 5159
=2/, 2 92 2
s3/05 0109

(5.20)

ma rozktad F o my i my stopniach swobody. Dla poziomu ufnosci (1 — a), zmienna losowa
dana réwnaniem (5.20), z prawdopodobienstwem (1 — «) przyjmie wartosci z przedziatu

[Fa/Q,ml,mga Fl—a/?,mth]’ a wigc

sisy”
P [F&/Z,mlﬁm <5 =< Fla/lml,mz] =l-a
010
lub
2.2 2.2
P [ < oloy? < ] C1-a (5.21)
Fl*a/Z,ml,mQ Fa/2,m1,m2
’—3

5.6 Zadanka na ¢wiczenia

1. Dane sa rezultaty 20 pomiaréw odlegtosci katowej pomigdzy dwiema gwiazdami na
sferze niebieskiej (patrz tabela 5.3). Narysuj histogram tych pomiaréw, przyjmij sze-
rokos¢ przedziatu klasowego 0.5, lewy brzeg histogramu ma odpowiadaé wartoSci
kata 4”. Oblicz: warto$¢ Srednia pomiaréw (Srednia z préby), odchylenie standard-
owe pojedynczego pomiaru, odchylenie standardowe Sredniej z préby.

Ponadto wyznacz warto$ci: mediany, modalnej, rozpigtosci oraz odchylenia przecigt-
nego.

Tablica 5.3: Rezultaty pomiaréw odleglosci katowej pomigdzy dwiema gwiazdami. War-
toSci katéw podano w sekundach tuku.

93 66 79 61 69 61 78 72 68 80
7.1 49 57 52 69 62 101 97 41 62

2. Dysponujac rezultatami z poprzedniego zadania zbuduj przedzialy ufnosci dla war-
tosci Sredniej oraz wariancji rozktadu prawdopodobiernistwa pomiar6w. Przyjmij poziom
ufnosci 95%.



Rozdzial 6

Testowanie hipotez statystycznych

Streszczenie

Roztrzygnigcie migdzy przynajmniej dwiema konkurencyjnymi hipotezami dotyczacymi
zjawisk dokonywane jest w oparciu o adekwatne im hipotezy statystyczne. W proble-
mie dwudecyzyjnym weryfikacja hipotezy zerowej Hy polega obliczeniu wartosci obser-
wowanej K, dpowiedniej zmiennej losowej K, tzw. testu (sprawdzianu) oraz na sprawdze-
niu do ktérego obszaru warto$¢ ta nalezy. Zbiér watrtoSci jakie test K moze przyj-
mowac¢ sktada si¢ z dwdch roztacznych podzbioréw: obszaru krytycznego i obszaru ak-
ceptacji, wyznaczanych przy ustalonym z géry poziomie istotnoSci . Gdy warto$¢ kK,
nalezy do obszaru krytycznego hipoteza H jest odrzucana i jednoczesnie akceptowana jest
hipoteza alternatywna H;. Opisana metoda postgpowania nie jest idealna bowiem wiaze si¢
z ryzykiem popelnienia btedu I-go rodzaju (odrzucenie hipotezy prawdziwej), albo btedu
II-go rodzaju (przyjecie hipotezy fatszywej). Prawdopodobienistwo popetnienia btgdu I-
go rodzaju wynosi «, natomiast biedu II-go rodzaju wynosi 5. Réznica 1 — § nazywana
jest moca testu, jest to prawdopodobienstwo trafienia testu Kp do obszaru krytycznego,
gdy prawdziwa jest hipoteza H;. Dobra metoda weryfikacji hipotez powinna charaktery-
zowaé si¢ malymi prawdopodobienistwami popelnienia btgdu I-go i II-go rodzaju. Jest to
réwnowazne zadaniu mozliwie duzej mocy testu i malej warto$ci poziomu istotnosci «. Sa
to jednak wymagania nie do spelnienia jednoczes$nie, dlatego przy zadanym poziomie istot-
nosci obszar krytyczny testu wyznacza si¢ w taki sposdb, by moc testu byta maksymalna.
W niniejszych materialach po wprowadzeniu w zagadnienie weryfikacji hipotez statystycz-
nych przedstawiono kilka sposobdw realizacji tzw. testéw parametrycznych dla wartoSci
Sredniej i dla wariancji rozktadu.

Stowa kluczowe: Testowanie hipotez statystycznych, poziom istotnosci, moc testu, bledy
I-go i II-go rodzaju, testy parametryczne. ¢

“Modyfikowano AD 2010, maj, 11
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6.1 Wstep

Czesto przychodzi nam stawi¢ czota problemom, w ktérych ze zbioru mozliwych decyzji
musimy dokonaé¢ wyboru jednej z nich z nich. Jasne jest, ze w takich sytuacjach przydaje
si¢ metoda utatwiajaca podjecie mozliwie najlepszej decyzji.

Najprostszy przypadek podejmowania decyzji ma miejsce kiedy do wyboru mamy tylko
dwie decyzje albo X albo Y — jest to tzw. problem dwu-decyzyjny. Przyktadowo mozemy
mie¢ potrzebg roztrzygnigcia:

e czy dana gwiazda jest, badZ nie jest cztonkiem okreslonej gromady gwiazd,
e czy predkosé radialna gwiazdy jest stata czy zmienna,

e czy hipoteza o elipsoidalnym rozkladzie predkosci gwiazd z otoczenia Stonica jest
prawdziwa albo nie.

Tego typu porblemy wymagajace podejmowania decyzji okreslane sa mianem testowania
hipotez. Jedno z konkurencyjnych zdai nazywane jest hipotezq testowana (zerowq), drugie
hipotezq alternatywnq. Natomiast dwie alternatywne decyzje maja postaé: odrzu¢ hipoteze
testowang albo zachowaj hipotezg¢ testowana. Np. przyjmijmy za hipoteze¢ testowang zda-
nie: Kastor jest gwiazda pojedyncza, hipoteza alternatywna bedzie: Kastor nie jest gwiazda
pojedyncza. Jesli w rezultacie doSwiadczenia przekonamy si¢ do pierwszego z tych zdan,
wowczas nasza decyzja bedzie: zachowaj hipotezg testowana. JeSli przeciwnie, zdecy-
dujemy si¢ traktowaé Kastora za gwiazdg wielokrotna, doprowadzi to do decyzji: odrzuc
hipotezg testowana. I

6.2 Hipotezy dotyczace zjawisk a hipotezy statystyczne

Ogdlnie hipotezy o jakich tu mowa mozna podzieli¢ na dwie grupy:

e hipotezy bezposrednio dotyczace badanych zjawisk,

e hipotezy statystyczne.

Hipoteza dotyczqca zjawiska jest zdaniem bezpoSrednio zwiazanym z pewnym rzeczy-
wistym zjawiskiem. Zdanie “Kastor jest gwiazda pojedyncza” jest hipoteza dotyczaca
zjawiska. Podobnie zdanie “orbita komety Kiess ma ksztatt elipsy”. W astronomii i w in-
nych naukach empirycznych najczesciej interesuja nas hipotezy dotyczace zjawisk. W wielu
wypadkach hipotezy tego typu moga by¢ zweryfikowane w sposéb Scisty (pewny). Np.
dysponujac dostatecznie duza liczba obserwacji mozemy zweryfikowaé hipoteze: czy cialo
niebieskie widoczne na ptytach fotograficznych jest satelita Jowisza? Jednak istnieje sporo
przypadkéw kiedy krzyzowy test hipotezy dotyczacej zjawiska nastrecza trudnosSci. Przy-
ktadowo, jest nim przypadek orbity komety wyznaczonej jedynie z trzech obserwacji, gdyz
taka orbite czesto mozna zaklasyfikowaé zaréwno jako eliptyczna, paraboliczng badZ hiper-
boliczna. I dopiero kiedy naptyna nowe wystarczajaco doktadne dane, poczatkowy werdykt
o ksztalcie orbity bedzie mogt by¢ zweryfikowany.

Bywa, ze podjecie decyzji mozna bez problemu zawiesi¢ nawet na dluzszy czas. Ale sa
i takie okolicznosci, ktére wymagaja decyzji natychmiastowej i w takich przypadkach mo-
zemy znaleZ¢ si¢ w trudnym potozeniu, kiedy to np. pomimo duzej liczby obserwacji, ale
przeciez obarczonych niepewnoS$ciami pomiarowymi, krzyzowy test o ksztalcie orbity nie
moze by¢ dokonany. Np. orbita NEA jest kolizyjna z Ziemia, mamy dwa dni do zderzenia.
Co robi¢? Podjecie decyzji jest wtedy zwiazane jest ze szczegdlnym niebezpieczefistwem
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popetnienia btedu. I wilasnie z tego powodu warto postugiwac si¢ metodami wspieraja-
cymi proces podejmowania decyzji, zwlaszcza takimi, ktére zapewniaja najmniejsze ryzyko
btedu. Opracowanie m.in. tego rodzaju metod jest przedmiotem statystyki matematyczne;j.

Podejscie statystyczne oznacza tu, ze potrafimy zaproponowaé sposéb na wyznacze-
nie wzglednych czegstosci wystgpowania wszystkich wartosci wielkoSci obserwowanej, np.
postulujac odpowiednia funkcje rozktadu prawdopodobienistwa. Dzigki temu, od rzeczy-
wistego zjawiska mozemy przejs$¢é do jego modelu stochastycznego, w ktérym rzeczywiste
obserwacje maja swe odpowiedniki w postaci zmiennych losowych, a hipoteza dotyczaca
zjawiska H, ma odpowiednik w hipotezie H dotyczacej modelu statystycznego.

Zatem hipoteza H nie dotyczy samego zjawiska ale zmiennej losowej, jej rozktadu
postulowanego w ramach statystycznego modelu, stad nazywana jest hipoteza statystyczna.
Dowolne przypuszczenie dotyczace rozktadu zmiennej losowej, jego parametrow nazywane
jest hipotezq statystyczng.

Hipoteze zawierajaca tylko jedno przypuszczenie (zalozenie) nazywamy hipotezq pros-
tq. Kazda hipoteza, ktéra nie jest prosta jest hipotezq ztoZonq, tzn. zlozong z dwdéch lub
wigkszej liczby hipotez prostych. Np. gdy A jest parametrem rozktadu wyktadniczego, to
hipoteza, ze A = 5 jest hipoteza prosta. Hipoteza, ze A > 5 sktada si¢ z nieskoniczonej
liczby hipotez typu A = 5.5, A = 6.0, ...

Przyklad 1. Niech («;,d;), t;, ¢ = 1,2...n, reprezentuja obserwowang rektascensjg
i deklinacje, oraz moment czasu obserwacji komety. Niech hipoteza 4 — kometa ma
orbite eliptyczna, bedzie hipoteza dotyczaca zjawiska. Mozna zbudowaé model stochas-
tyczny dla tych obserwacji i w ramach niego sformutowaé hipotezg¢ statystyczng H —
odpowiednik hipotezy 7. Np. w ramach hipotezy H twierdzimy, ze, elementy orbity
komety maja wartosci: e = 0.9,¢q = 0.2,w = 123.0,Q2 = 232.1,7 = 33.0,7T =
2144323.5.

W celu weryfikacji tej hipotezy moglibySmy postulowa¢ model, w ktérym obserwowane
wspotrzedne oy, 6; oraz wartosci o, 9] reprezentujace obliczone wspétrzedne komety na
wspélne momenty ¢;, réznia si¢ o wartosci podlegajace rozktadowi normalnemu N (0, o).
Hipoteza statystyczna H, odpowiednikiem hipotezy dotyczacej zjawiska 7, byloby za-
tem zdanie: wartosci oczekiwane obserwowanej zmiennej losowej (o; — o, 0; — 97)
odpowiadaja podanej orbicie eliptyczne;j.

Przyklad 2. Istnieja sytuacje, w ktérych wigcej niz jedna hipoteza statystyczna moze
by¢ traktowana jako adekwatny odpowiednik tej samej hipotezy dotyczacej zjawiska.
W 1773 roku Laplace przedstawil prace dotyczaca Sredniego nachylenia orbit komet.
Laplace zamierzat roztrzygna¢ czy komety pochodza z Uktadu Stonecznego. Przy-
puszczenie, ze komety sa obiektami spoza Uktadu Stonecznego bedzie wigc hipoteza
‘H, dla ktérej trudno jest zrealizowaé test krzyzowy. Dlatego Laplace zbudowal model
omawianego zjawiska, w ktoérym statystyczna hipotezg H mozna traktowac jako adek-
watny odpowiednik . Laplace wnioskowal — jesli komety sa pochodzenia migdzy-
gwiazdowego wowczas ich orbity powinny by¢ tak zorientowane, ze o obserwowanych
kometach moglibySmy powiedziec, ze sa “wrzucane” do Uktadu Planetarnego z dowol-
nego kierunku.

Obok hipotezy H Laplace sformutowat hipoteze statystyczna H; orzekajaca, iz nachyle-
nia orbit komet sa zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym (patrz rysunek
6.1). Oprécez hipotezy H;, Laplace rozwazal jeszcze druga hipoteze statystyczng Ho
stwierdzajaca, ze prawdopodobieristwo ruchu prostego komety jest takie samo jak ruchu
wstecznego i oba wynosza 0.5.
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Créstofc
Czéstofe

Hipoteza 1 Hipoteza 2

i i
0 9 180

Rysunek 6.1: Rysunki ilustrujace rozktady nachylen orbit komet, odpowiadajace hipotezom
H; i Hy sformutowanym przez Laplace’a.

0 90 180

Jest to ciekawa sytuacja, gdyz pojedyniczej hipotezie H, w ramach tego samego mode-
Iu odpowiadaja dwie hipotezy statystyczne. Ktéra z nich lepiej odpowiada hipotezie H?
Wydaje sig, ze w obliczu migdzygwiazdowego pochodzenia komet lepsza jest hipoteza H.

Rozréznienie pomigdzy hipoteza dotyczaca zjawiska a jej statystycznym odpowied-
nikiem jest bardzo wazne. Je§li dane zjawisko jest adekwatnie reprezentowane przez model
stochastyczny wowczas, odrzucenie hipotezy statystycznej wzbudza powazne watpliwosci
co do prawdziwosci hipotezy #H. JeSli hipoteza statystyczna nie jest odrzucona, mimo
wszystko nalezy by¢ ostroznym w interpretowaniu tego faktu jako silnego potwierdzenia
hipotezy dotyczacej zjawiska H. I’

6.3 Hipoteza zerowa i alternatywna

Przedstawimy kroétki przeglad niektérych metod weryfikacji hipotez statystycznych doty-
czacych standardowych probleméw, rozpracowanych poza astronomia, a ktére mozna sto-
sowaC w obrebie astronomii. W wyborze metody pozwalajacej na odrzucenie lub nie
hipotezy statystycznej, musimy kierowaé si¢ celem jaki stawiamy przed weryfikacja. Do
testowania hipotez przystgpujemy jedynie wtedy gdy nie mamy pewnos$ci jaka decyzje
nalezy podjac¢? Oczywiscie bardzo chcieliby§Smy podejmowac jedynie decyzje poprawne.

Przystepujac do testu statystycznego formutujemy hipoteze zerowq Hy ktérej wiarygod-
no$¢ zostanie zweryfikowana. Np. “wariancje dwoch populacji o rozktadzie normalnym sg
sobie réwne”. !

Hipoteza zerowa ma konkurencyjna hipoteze alternatywnq, o przeciwnej zawartoSci.
Jesli hipoteza zerowa wyraza przypuszczenie, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej o
rozktadzie normalnym wynosi ¢ = 10, to hipoteza alternatywna orzeka, ze np. p # 10.
Zapisujemy to w skrécie w nastgpujacy sposéb

Hy : p =10, Hy:p#10

6.4 Bledy pierwszego i drugiego rodzaju

Postawiona hipoteza statystyczna moze by¢ prawdziwa albo fatszywa i aby to roztrzygnaé
musi zosta¢ zweryfikowana. Poniewaz stosujemy tu metody statystyczne, w wyniku pro-
cesu weryfikacji narazeni jesteSmy na dwa rodzaje bledow:

'Nie wszystkie stwierdzenia, hipotezy maja charakter statystyczny. Stwierdzenie: “ w roku 2222 bedzie
koniec Swiata” nie jest hipoteza statystyczna, gdyz niczego nam nie wiadomo o statystycznych wtasnosciach
tego zjawiska.
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e blqd pierwszego rodzaju, ktory popelniamy gdy odrzucamy hipoteze prawdziwa,
e blqd drugiego rodzaju, ktoéry popetniany w efekcie przyjecia hipotezy fatszywej.

Nastgpstwa tych btedow moga by¢ rézne i musza by¢ starannie rozwazone w kazdym
konkretnym przypadku. Ryzyko popelnienia btedu pierwszego rodzaju mierzone jest jest
za pomoca poziomu istotnosci o rtownemu prawdopodobieiistwu popetnienia tego wlasnie
btedu. Statystyczne testy zwykle sa tak konstruowane, ze z géry zaktada si¢ warto$¢ praw-
dopodobienstwa popetnienia bigdu pierwszego rodzaju. I

6.5 Elementy statystycznego testu hipotezy zerowej

W celu weryfikacji hipotez statystycznych wykorzystywane sg specjalnie dobrane (zaleznie
od badanego problemu) zmienne losowe o znanych rozkladach. Np. sa to: zmienna Zz stan-
dardowego rozktadu normalnego, zmienna F o rozktadzie Fishera-Snedecora, zmienna £ o
rozktadzie studenta czy zmienna Y2 o rozkladzie chi-kwadrat. Poniewaz w tym paragrafie
nie odwotujemy si¢ do konkretnej postaci rozktadu, zmienne losowe wykorzystywane do
weryfikacji hipotez oznaczaé bgdziemy jako K.

Testem, sprawdzianem statystycznym (krétko testem, sprawdzianem) a niekiedy statys-
tykq, nazywamy zmienng losowa K, ktéra stuzy do weryfikowania hipotezy Hy. Przyktad-
owo, jesli weryfikujemy hipotezg zerowa orzekajaca o réwnosci wariancji dwéch popu-
lacji o rozktadach normalnych, to jako sprawdzian K przyjmujemy stosunek wariancji
uzyskanych z dwéch préb

St

53

Poniewaz w rezultacie kolejnych eksperymentéw obliczone z préb wariancje przyjmuja
rézne nieznane z gory wartoS$ci, zmienna F jest zmieng losowa o rozkladzie Fishera-Snede-
cora.

Weryfikacja badanej hipotezy odbywa si¢ na podstawie danych pomiarowych z préby.
Pomiary wykorzystujemy do obliczenia warto$ci zmiennych bedacych argumentami testu
(jak np. warto$¢ Srednia, warto§¢ wariancji), potrzebnych do wyznaczenia tzw. wartosci
obserwowanej K, sprawdzianu K.

F:

Przyklad 3. Korzystajac z danych pochodzacych z préb wylosowanych z dwéch popu-
lacji o rozktadach normalnych, obliczono argumenty testu: wariancje S?=20i52=5.
Z ich pomoca obliczono warto$¢ obserwowang testu Fj,

5¢

= :4
S3

Iy

W przypadku dowolnego testu K, zbiér jego wszystkich mozliwych wartosci mozna
rozbié na dwa roztaczne podzbiory:

1. podzbidr zawierajacy te wartosci K, dla ktérych hipoteza zerowa jest odrzucana,

2. podzbidr tych wartosci testu, dla ktérych hipoteza zerowa jest zachowana.

Pierwszy podzbiér stuzy do definicji obszaru krytycznego, ktérym jest zbidr wartosci spraw-
dzianu K, dla ktérych hipoteze zerowa odrzucamy. Drugi podzbiér stuzy do definicji ob-
szaru zachowania hipotezy, naleza dofi te wartosci testu K, dla ktérych hipoteza zerowa
jest akceptowana.
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a) £(K) b) £(K)

T
Ky=Ka Ko= K_q Ko=Ky Ko= K-an
Odrzuc H, Akceptuj | Akceptuj i Odrzuc H, Odrzuc H,  Akceptyj ij  Odrzuc H,

Rysunek 6.2: Ilustracja obszaréw krytycznych a) obszar lewostronny, b) obszar pra-
wostronny, sa to tzw. obszary jednoogonowe. c¢) obszar dwustronny (dwuogonowy).
Potozenia punktéw krytycznych K sa identyczne z potozeniami kwantyli, dla ktérych dys-
trybuanty I'(Ko) = a, F(Ko) = 1 —a, F(Ko1) = /2, F(Ko2) = 1 — /2, odpowiednio.

Mozemy teraz sformutowaé podstawowa zasade weryfikacji hipotez statystycznych:
jezeli wartoS§¢ zaobserwowana K, sprawdzianu, NIE nalezy do obszaru krytycznego to
hipotezg Hy zachowujemy. W wypadku przeciwnym hipotezg Hy odrzucamy.

Gdy test K jest jednowymiarowa ciagta zmienna losowa, wszystkie mozliwe wartoSci
testu naleza do pewnego przedziatu. W takim przypadku obszar krytyczny, jak i obszar
zachowania hipotezy sa przedzialami, a zatem istnieja punkty, ktére te przedziaty definiuja.
Nazywamy je punktami krytycznymi i oznaczamy przez K.

Obszary krytyczne moga by¢ jednostronne i dwustronne. Obszar krytyczny jednos-
tronny (jednoogonowy) jest to obszar prawostronny albo lewostronny (patrz rysunki 6.2a,b).
Obszarem krytycznym prawostronnym nazywamy obszar okre§lony nieréwnoscia X > K,
obszarem krytycznym lewostronnym nazywamy obszar okreslony nieréwnos$cia K < Kj.

Obszarem krytycznym dwustronnym (dwuogonowym) (patrz rysunek 6.2c) nazywamy
obszar okre§lony nieréwnoSciami: K < Ko A K > Ko, gdzie Ko < Kgo. W przy-
padku gdy punkty krytyczne sa polozone symetrycznie wzgledem zera, obszar krytyczny
dwustronny okreslony jest nieréwnoscia | K| > K, gdzie Ko > 0. I

6.5.1 Wyznaczenie obszaru krytycznego

Wyznaczymy najpierw obszar krytyczny prawostronny okreslony nieréwnoscia
K > K

co wymaga ustalenia wartosci punktu krytycznego Ky. W tym celu przyjmujemy dostate-
cznie mate prawdopodobiefistwo « (poziom istotnosci) popetnienia biedu I-rodzaju, po
czym szukamy warto$ci kwantyla K, dla ktérego

PIK > Ko =« (6.1)

A zatem, wartos$¢ krytyczna Ky obszaru prawostronnego jest to warto$¢ kwantyla, identy-
cznego z argumentem, dla ktérego dystrybuanta F’ (f( = Kp) = 1 — a (patrz rysunek 6.2).
Mozna ja tatwo wyznaczy¢ z funkcji odwrotnej do dystrybuanty danego rozktadu. Wyz-
naczenie obszaru krytycznego lewostronnego przebiega analogicznie, obszar ten spelnia
nieréwnos¢

K < Ky

A potozenie punktu krytycznego wyznaczamy z warunku: jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa,
to prawdopodobienstwo przyjecia przez test K wartoSci mniejszej od Ky jest rowne przyjetemu
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poziomowi istotnosci «
PIK < Ko = a (6.2)
Warto$¢ krytyczna Ky odpowiada kwantylowi, dla ktérego mamy
F(Ky) =«
Dwustronny obszar krytyczny okreslaja nieréwnosci
K< Kp i K>Kop
A punkty krytyczne K1, K9 wyznaczane sa z warunku
P[K < K1)+ PI[K > K] = « (6.3)
Ko1, K2 odpowiadaja kwantylom, dla ktérych dystrybuanty wynosza, odpowiednio
F(Ko)=a/2 i F(Kp)=1-a/2

Jedli rozpartujemy test symetryczny wzgledem zera to wyznaczamy punkty krytyczne sy-
metryczne wzgledem zera, tzn. wartosci — Ky i K, gdzie Ky > 0. Mamy tu

P[K < Ky] = P[K > K|
a uwzgledniajac réwnos¢ (6.3) mamy

P[K > Ky| = a/2 (6.4)
przy czym

F(Ky)=1-—a«a/2

Wartosci kwantyli odpowiadajace punktom krytycznym obliczamy za pomoca odpowied-
niego oprogramowania lub odczytujemy w zbudowanych w tym celu tablicach.

6.5.2 Wnhnioskowanie statystyczne

W kazdym z trzech rodzajéw hipotez mozemy wnioskowac w bardzo podobny sposéb. Dla
hipotezy jednoogonowej, prawostronnej mielibySmy takie rozumowanie. Je§li hipoteza ze-
rowa jest prawdziwa, to prawdopodobiefistwo przyjecia przez sprawdzian K wartosci K
wigkszych od Ky, czyli P(K, > Kj) jest réowne przyjetemu poziomowi istotnosci c.
Jest to mate prawdopodobiefistwo, a z zasady “niemozliwosci” zajScia zdarzerh matopraw-
dopodobnych wynika, ze jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to w pojedynczym ekspery-
mencie zdarzenie K, > Ky nie powinno zajs¢. Jesli jednak zdarzenie to zaszto to najpraw-
dopodobniej dlatego, ze hipoteza zerowa jest fatszywa i powinna by¢ odrzucona.

Jednak w wykonywanym teScie, zaobserwowana wartoS¢ sprawdzianu K, moze by¢
wigksza od Ky niekoniecznie dlatego, ze hipoteza zerowa jest falszywa. Istnieja takze inne
powody jak: mata liczebnos¢ préby, staba doktadnos$¢ metody eksperymentu.

Ale mogto tez po prostu wydarzy¢ sig¢ to, czego nikt nie oczekiwal — zaszto zdarzenie
bardzo mato prawdopodobne. Wéwczas, jesli odrzucimy hipotezg prawdziwa popetniamy
btad pierwszego rodzaju. Prawdopodobiefistwo popetnienia takiego btedu jest réwne war-
toSci poziomu istotnosci c.
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Jesli hipotezy nie odrzucono nie oznacza to, ze zostata ona udowodniona. > Dlatego
wlasciwym bedzie jedynie twierdzié, ze “dane obserwacjne zgadzaja si¢ z hipoteza zerowa,
a wigc nie ma podstaw do jej odrzucenia”. W praktyce rozwazana hipoteze¢ mozna dalej
weryfikowaé przez sprawdzenie jej innymi sposobami, przez powtdrzenie eksperymentu
przy zwigkszonej liczebnosci préby.

Odrzucenie hipotezy ma miejsce w spos6b bardziej kategoryczny niz jej akceptacja.
By¢é moze ma to Zrédlo w tym, ze analogicznie jak w matematyce jeden kontrprzyktad
wystarczy aby obalié twierdzenie. Zatem gdy okaze si¢, ze zaobserwowana wartos¢ testu
nalezy do obszaru krytycznego, to fakt ten jest kontrprzyktadem dla hipotezy zerowej, a
wigc nalezy ja odrzuci¢. Oczywiscie nie jest to analogia w $cistym sensie. I

6.6 Przyklady weryfikacji hipotez, testy parametryczne

6.6.1 Schemmat konstrukcji testu parametrycznego

Test nazywamy parametrycznym, jezeli dotyczy hipotezy precyzujacej wartoSci parametréw
funkcji rozktadu o znanej postaci. Budowa testu hipotez parametrow rozktadu przebiega
zgodnie z nastgpujacym schematem:

e w kroku pierwszym formutujemy hipoteze dotyczaca zjawiska. Jesli nie ma ona
charakteru hipotezy statystycznej (nie dotyczy bezposrednio rozkladu zmiennej lo-
sowej), nalezy zaplanowac eksperyment, ktérego wyniki (zmienne losowe) w jakis$
sposOb sa z nig zwigzane,

e w nastepnym kroku, jeszcze przed pojawieniem si¢ wynikow eksperymentu, formutu-
jemy hipotezg¢ statystyczng Hy,

e wykonujemy eksperyment i w oparciu o wyniki pomiaréw obliczamy warto$¢ ob-
serwowang statystyki ' = K, tzw. sprawdzianu hipotezy. Zmienna K musi mie¢
znany rozktad prawdopodobienstwa,

e ustalamy poziom istotnosci « testu, czyli warto§¢ prawdopodobieristwa odrzucenia
hipotezy zerowej wéwczas, gdy jest ona prawdziwa (btad I-go rodzaju),

e dla obranego poziomu istotnosci wyznaczamy punkt krytyczny Ko, czyli obszar kry-
tyczny wartosci sprawdzianu K,

e jesli obserwowana wartoS¢ K, lezy w obszarze krytycznym, testowana hipoteze Hy
odrzucamy. W wypadku przeciwnym nie mamy podstaw do jej odrzucenia, hipoteze
Hjy zachowujemy.

’Dla matematyka podanie przyktadu, dla ktérego rozwazane twierdzenie jest prawdziwe, nie stanowi
dowodu twierdzenia.
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6.6.2 Test parametryczny dla Sredniej z proby przy znanej warjancji

Przyklad 4. W znanym czasopiSmie “Astronomia dla inteligentnych Pan i Panéw” au-
tor rubryczki “Gwiazdy i gwiazdeczki” twierdzi, ze Srednice gwiazd z otoczenia Stonica
maja rozktad N (p = 10.22,0 = 0.05), w jednostkach réwnych Srednicy Storca.
Ktéras$ z inteligentnych czytelniczek postanowita to sprawdzi¢ i w tym celu nabyta w fir-
mie “SkyEyes-2003” doskonaty teleskop “AT-10/50", ktérym wyznaczyla rozmiary 22
gwiazd z otoczenia Storica. Z wypiekami na twarzy obliczyta warto$¢ Srednig i okazato
sig, ze * = 10.987!? Hmmm! — pomyslala czytelniczka, czy to oznacza, ze w moim
ulubionym czasopi$mie wypisuja bzdury? Przez moment byta w kropce, ale na szczgscie
przypomniata sobie o testowaniu hipotez i przeprowadzila nastgpujace rozumowanie.
“Niech bedzie prawda, ze wartos¢ Srednia Srednicy gwiazd rzeczywiscie wynosi pg =
10.22. Jesli tak naprawdeg jest, to gdybym wybrata jakaqs gwiazde, tak na chybit trafit,
Jjej srednica powinna by¢ bliska tej wartosci. A juz na pewno Sredni rozmiar 22 gwiazd
powinien niewiele rozni¢ sie od pyg = 10.22. Stowa “powinien niewiele” musze ujqc
Jezykiem statystyki, czyli np. tak — jesli swiat jest taki jak twierdzi autor rubryczki,
to niewielka, wyznaczona z obserwacji réznica (T — ) powinna by¢ czyms typowym,
o duzym prawdopodobieristwie wystgpienia. A poniewaz mamy do czynienia z rozktadami
normalnymi (wartosci Srednie!), prawdopodobieristwo to moge wyrazi¢ za pomocq stan-
dardowego rozktadu normalnego:

T — Mo

a/vn

gdzie poziom ufnosci o jest matq liczbq dodatniq.

Potrzebuje teraz wartosci zy, zo zmiennej standardowej, odpowiadajace prawdopodo-
bieristwu 1 — a. Sq to dwa kwantyle okreslajqce przdziat, w ktorym jesli autor rubryczki
ma racje powinna znajdowaé sig wyznaczona z obserwacji wartos¢ z,”

Pz <

<zl =1—«

T—po 10.98 —10.22

Ty = = =713
YN 0.05/v/22
Dobierajac o = 0.05 nasza czytelniczka ze smutkiem stwierdzita, ze 21 = —1.96, 20 =

1.96!!. A to pozwala na stwierdzenie, ze w jej ulubionym czasopi§mie mozna napotkaé
informacje wyssane z palca! Szok!

Powyzszy przyktad zawiera wszystkie elementy dwuogonowego testu wartosSci Sredniej
1 populacji, przy znanej wariancji o populacji. Mianowicie: testowano hipotez¢ zerowa
Hy : p = pp w stosunku do hipotezy alternatywnej Hy : p # pg. Jako sprawdzian
testu wykorzystano losowa zmienng standardowa z, test polegal na sprawdzeniu czy ob-
serwowana warto$¢ z, tej zmiennej znajduje si¢ w obszarze krytycznym wyznaczonymu
dla przyjetego poziomu istotnosci . W ten sposob dostarczamy argumentéw by udzielié
odpowiedzi na pytanie czy Srednia p z populacji jest réwna pewnej wartoSci (g znanej
a priori.

Zatem w celu weryfikacji hipotezy o wartosci Sredniej w populacji, musimy obliczy¢
warto$¢ obserwowana testu, ktora tutaj przyjmuje warto$é standardowej zmiennej z

T — o
Zp = 6.5
P U/\/ﬁ ( )
Nastepnie dla wybranego poziomu istotnosci « znajdujemy odpowiadajace mu wartosci
kwantyli zq 1 2, /2. Korzystamy ze stosownych tablic lub oprogramowania.
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f(z) f(z) f(2)

o2

‘
0 2 g Zan 0 4-an

Odrzuc H, Akceptuj i Akceptuj B Odrzuc H, Odrzuc H,  Akceptuj ij  Odrzuc H,

Rysunek 6.3: Testowanie hipotezy dla Sredniej z proby. a) i b) ilustruja przypadki testu
jednoogonowego, c¢) dotyczy testu dwuogonowego.

Istnieja trzy warianty zerowej hipotezy Hy: jednoogonowe hipotezy H; : 1 > g albo
Hy : pu < po, oraz hipoteza dwuogonowa H; : p # o (patrz rysunek 6.3). Wéwczas dla
trzech wariantéw mozna sformutowaé nastgpujace testy:
1. Ho: p=po, Hi : p < po, (rysunek 6.3a).
Odrzucamy Hy gdy 2z, < z,, bowiem mamy

T — o

Pla= G

<za] =«

2. Hy: p=po, Hy : > po, (rysunek 6.3b).
Odrzucamy Hy gdy 2z, > 21—, gdyz mamy

3. Hy: p=po, Hy : p# po, (rysunek 6.3c).

Odrzucamy Hy gdy z, < —z4/2 lub 2, > z, /o bowiem mamy

€ —

P |:Za/2 < Tjﬁo < Zla/2:| =1—«

6.6.3 Test dla Sredniej z proby przy nieznanej wariancji

Przy nieznanym odchyleniu standardowym o populacji postugujemy si¢ odchyleniem stan-
dardowym z préby s, a w miejsce zmiennej z jako test bierzemy zmienna losowa studenta ¢

_ T — o
t = o (6.6)

Mozamy teraz wykona¢ analogiczne trzy testy jak w rozdziale 6.6.1 tyle, ze kwantyle z,, i
Zq /2 zastepujemy kwantylami o i, o /2,1, gdzie m = n — 1 jest liczba stopni swobody. I
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b
2 f(oy Hy) : fio,| Hy) © fio,! Hy)
o o o o
X x X
Xe Mo 2, 2,
Odrzuc H, Akceptuj § Akceptuj | Odrzuc H, Odrzuc Hy Akceptyj ij  Odrzuc H,

Rysunek 6.4: Testowanie hipotezy o réwnosci dwoch wariancji. a) i b) ilustruja przypadki
testu jednoogonowego, c¢) dotyczy testu dwuogonowego.

6.6.4 Test dla dwéch Srednich z proby

Tym razem interesuje nas problem poréwnania dwéch Srednich z dwéch populacji, np.
weryfikujemy hipotezy dotyczace réznicy pomigdzy dwiema Srednimi. Zaktadamy, ze
mamy do dyspozycji dwie niezalezne proby pomiarowe o rozmiarach n; i ny, wzigte z

dwéch populacji normalnych o Srednich j11 i j12, przy czym znane sa jedynie wariancje o2

io3.

Nasze zadanie polega na testowaniu hipotezy zerowej Hy : p1 — po = 9, gdzie §
jest dang a priori stala, wobec trzech hipotez konkurencyjnych: Hp : p1 — po # 6,
Hy:opp—po>0,Hy: pg — po <6.

Weryfikacji hipotez mozna dokona¢ w oparciu o réznice migdzy Srednimi z; — T9, obliczo-
nymi za pomoca pomiaréw z obu préb, odpowiednio. Nie podamy tu metody konstrukcji
tego testu, ograniczymy si¢ jedynie do stwierdzenia, zZe jako warto$§¢ obserwowang testu

musimy policzy¢ zmienng standardowa z = 2, postaci

T1—T1—0
V(o1 /m + o5 /n2)

a dalej postgpujemy w sposéb podany wczesniej dla pojedyficzej Sredniej.

Jezeli wartoéci wariancji 07 i 03 nie sa znane, ale mozna uczynié zatozenie o ich
réwnosci, wéwczas mozemy je w testach zastapi¢ odpowiednimi wartosciami S7, S3 obli-
czonymi z obu préb. Jednak zmienna losowa ¢, ktéra uzyjemy do testowania hipotezy

Hy : p1 — pg = 0 bedzie teraz postaci

(6.7)

Zp:

¢ = i S (6.8)
\/(n1—1)5%+(n2—1)5§ /1

ni+ng—2 ni nig

zmienna t jest zmienng losowa o rozkladzie studenta o m = nj +ng — 2 stopniach swobody.
Hipotezy alternatywne formutujemy analogiczne do poprzednich biorac w miejsce kwan-
tyli zq 1 242 Wartosci to,m i ta/2m- I

6.6.5 Weryfikacja hipotezy dla wariancji

Niech bgdzie dana préba o rozmiarze n wzigta z populacji normalnej. Mozemy postawié
hipotezg Hy : o? = 03, naprzeciw trzem alternatywom H : o2 # o3, Hi: o2 > of,
H : 0% < 0(2), gdzie 0(2] jest okreSlong a priori (np. wzigta z pewnej teorii lub ulubionej
gazetki) wartoScia wariancji.

Roztrzygnigcia posréd tych hipotez dokonujemy w oparciu o wyznaczong z proby war-
iancje S2, a jako sprawdzian bierzemy zmienna y2. W tym celu obliczamy warto$¢ wyraze-
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nia
mS?
X =5 (6.9)
90
gdzie m jest liczba stopni swobody z jaka policzono S2. Dla ustalonego poziomu istotnosci
a mozemy sformutowac trzy testy (patrz rysunek (6.4)):

1. Hy: 02208,H1: 02750(2).

Odrzucamy Hy gdy x2, > X?—a/2,m lub X7, < X2

o/2,m’ bowiem

2
2 msS 2
P |:Xoc/2,m < 0_(2] < Xl—a/?,m:| =l-a

2. Hy: 0*=0},H: 0* <.
Odrzucamy Hy gdy x2, < th’m, bowiem
mS?
P |:2 < X(Qx,m:| =«
20
3. Hy: 0*=03,Hy: 0> 0}.

Odrzucamy Hy gdy x2, > X%—a,m’ bowiem

mS?
P |:2 > X%—a,m:| =«
%9

6.6.6 Poréwnanie dwoch wariancji

Nieco inaczej przebiega test réwnosci dwdch oszacowan wariancji na podstawie prob wz-
igtych z tej samej populacji, czyli o tej samej Sredniej . Np. mierzymy odlegltos¢ katowa
dwdch gwiazd r6znymi instrumentami pozbawionych btedéw systematycznych. Czy pomi-
ary maja jednakowe wariancje, czy oba instrumenty sa jednakowo doktadne?

Testu dokonujemy w oparciu o stosunek dwéch empirycznych wariancji. Niech beda
dane dwie niezalezne préby o rozmiarach n; i no wzigte z populacji normalnych o warian-
cjach 02, 03. Stawiamy hipoteze zerowa Hy : o7 = 3. Weryfikacji hipotez dokonujemy
za pomoca statystyki F'

St
le’mQ = ? (610)
2
gdzie S%,SQ2 sa wariancjami z préby, m; = n; — 1,my = ng — 1 sa liczbami stopni

swobody. Jesli obie wariancje sa jednakowe, stosunek (??) powinien by¢ bliski jednosci
Mozliwe trzy hipotezy testujemy w sposéb nastgpujacy :
1. Hy: 03 =03, Hy: 0} > o3

Odrzucamy Ho gdy Fyu, ms > Fi—a,mq,m,, bowiem

St
P|2Y > Figmim | =
SQ
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Odrzuc H Akceptuj H

u=60 K, n=65
Akceptuj Odrzuc §

Rysunek 6.5: Tlustracja obszaréw « i 3 odpowiadajacych prawdopodobieristwu popetnienia
btedu pierwszego i drugiego rodzaju, odpowiednio. Obszary akceptacji i odrzucenia
hipotezy H( odpowiadaja sytuacji, w ktorej jest ona prawdziwa czyli wartoSci Sredniej
p = 60. Analogiczna uwaga dotyczy hipotezy H;. Widzimy, ze prawdopodobieristwa
a1 jednoczes$nie nie moga by¢ dowolnie mate.

2. Hy: U%ZO’%,Hl : 0’% <U§.
Odrzucamy Hy gdy Frny ms < Fami,ms,» bowiem
2
51
P |:2 > Fa,ml,m2:| =
&)
3. Hy: 02 =02, Hy: 0} # 03.

Odrzucamy H; gdy dla obliczonej z préby wartoSci testu mamy:
— dla prawego brzegu rozktadu mamy Fy, i, > F1_q/2.m,,
— dla lewego brzegu gdy Finy my < Fo/2,my mo-

ma»
gdzie o jest poziomem istotnosci testu. I’

6.7 Moc testu

Obszar krytyczny budowaliSmy przy zatozeniu, ze prawdopodobiefistwo trafienia wartosci
statystyki K do tego obszaru, pod warunkiem, ze hipoteza Hy jest prawdziwa, jest rOwne
o.

Chcac ugruntowaé swe przekonanie o wiarygodnosci hipotezy nie warto wielokrotnie pow-
tarzac tego samego testu. Warto natomiast ustali¢ prawdopodobieristwo trafienia testu £,
do obszaru krytycznego jesli hipoteza zerowa jest falszywa, a prawdziwa jest hipoteza al-
ternatywna. Prawdopodobieristwo trafienia testu K do obszaru krytycznego gdy prawdziwa
jest hipoteza alternatywna nazywane jest mocq testu. Mozna tez powiedzieC, ze moc testu
jest prawdopodobieristwem odrzucenia hipotezy zerowej, gdy jest ona falszywa.

Z powyzszego wynika, ze jesli prawdopodobienistwo btedu drugiego rodzaju (przyje-
cie hipotezy fatszywej) wynosi 3, to moc testu (prawdopodobieristwo odrzucenia hipotezy
fatszywej) jest rowna (1 — 3). Jesli moc (1 — f3) rosnie, to maleje prawdopodobienstwo /3,
im wigksza moc, tym mniejsze prawdopodobieristwo btgdu drugiego rodzaju. Zatem testy
powinny by¢ tak skonstruowane by przy zadanym poziomie istotnosci «, obszar krytyczny
sprawdzianu K odpowiadatl maksymalnej mocy.
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Jasne jest, ze najlepszy obszar krytyczny uzyskamy jesli oba prawdopodobiefistwa bte-
déw pierwszego i drugiego rodzaju sa jak najmniejsze. Jednak przy danej liczebnos$ci proby
jednoczesne zmniejszenie o i 3 jest niemozliwe, bowiem jesli zmniejszamy «, to 5 nam
ro$nie. Wynika to z nastgpujacego rozumowania. Niech o = 0, wéwczas przyjete sa
wszystkie hipotezy, a w tym i hipoteza fatszywa, czyli prawdopodobienstwo biedu drugiego
rodzaju wynosi 5 = 1.

Prawdopodobiernistwo popetnienia bigdu pierwszego rodzaju znamy doktadnie, jest ono
postulowane na poczatku testu. Inaczej wyglada sprawa z prawdopodobiefistwem btedu
drugiego rodzaju, jego obliczenie jest zawile, poniewaz jego wartos$¢ zalezy od tego, ktéra
z wartoSci dopuszczonych przez hipotezg alternatywna przyjmie badany przez nas parametr
populacji. Oznacza to, ze 3 zalezy od wartosci tego parametru, czyli w zasadzie mamy
zaleznos¢ 5(p).

Pokazemy to blizej postugujac si¢ przyktadem, niech Hy : p = 60, H; : u = 65,
liczebnos¢ préby n = 100. Zatézmy, ze znamy odchylenie standardowe Sredniej 4 i wynosi
ono o = 20. Sformutowany test jest testem prostym, prawostronnym: albo dojdziemy do
przekonnania, ze Srednia p populacji wynosi 60, albo jest rowna 65. W pierwszym wypadku
zachowamy hipotez¢ zerowa, w drugim ja odrzucimy. Dla poziomu istotnosci « = 0.5
mamy, ze warto$¢ punktu krytycznego Ky = 61.29. Na rysunku 6.5 po lewej stronie
pokazano: krzywa gestosci dla estymatora £ odpowiadajacego wartoSci Sredniej p = 60,
punkt krytyczny K oraz obszar krytyczny dla hipotezy Hy. Ta sytuacja odpowiada za-
lozeniu, ze hipoteza Hj jest prawdziwa. Pole pod krzywa na prawo od punktu krytycznego
Ky = 61,29 wynosi 0.05 i jest to miara prawdopodobiefistwa, ze Srednia z proby x wypad-
nie po tej stronie punktu krytycznego, jezeli Srednia p populacji rzeczywiscie wynosi 60.
Jak wiemy jest to prawdopodobieristwo biedu pierwszego rodzaju.

A w jaki sposéb w tym przyktadzie mozemy oszacowaé prawdopodobienistwo biedu
drugiego rodzaju. Z bledem tym mielibySmy do czynienia tylko wtedy, gdybySmy jako
hipoteze Hy uznali, ze $rednia w populacji wynosi 60, a tymczasem w rzeczywistosci
zgodnie z hipoteza H; wynositaby ona 65 (tzn. prawdziwa bytaby hipoteza alternatywna).
A ponadto, warto$¢ sprawdzianu, czyli tutaj £ wypadtaby na lewo od punktu krytycznego
Ky, a wigc w obszarze przyjecia hipotezy zerowej, patrz rysunek 6.5. Ile wynosi prawdo-
podobienstwo takiego zdarzenia, czyli prawdopodobienistwo 3 popetnienia btedu drugiego
rodzaju? Jest ono réwne polu na lewo od K pod krzywa gestoSci rozktadu odpowiadajaca
Sredniej i = 65. Te dwa prawdopodobiefistwa moglibySmy ujaé jako:

a = P(z > Ko|p = po)

B =Pz < Kolp = p1)

Prawdopodobienstwo « ustalono z géry. W omawianym przyktadzie prawdopodobiefistwo
5 mozemy obliczy¢ za pomocg zmiennej normalnej standardowe;j:

T — < Ko — 1
o/vn — o/yn

Moglismy oszacowaé¢ 8 gdyz zgodnie z hipotezaH, twierdziliSmy, ze © = 65. Jednak,
gdybySmy jako alternatywna postawili hipotez¢ ztozong i1 > 60, wéwczas mamy sytuacje,
w ktérej hipoteza zerowa moze byé falszywa na nieskoriczenie wiele sposobéw. Srednia
populacji moze przeciez by¢ réwna 61, 61.5, 70.3 itd. Dla kazdej z tych wartoSci mamy
inng moc testu, rosnacg wraz ze wzrostem g i zamiast 0 mocy testu, mozemy tu méwié
o funkcji mocy.

B=PE<Kolp=m)=P ( ) = P(z < —0.855) = 0.196
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W jaki sposéb nalezy dobieraC najlepsze wartosci o i 37 Odpowiedz zalezy od cigzaru
nastgpstw obu bledéw. Jezeli btad pierwszego rodzaju pociaga duze straty, a drugiego
rodzaju male, to nalezy przyja¢ mozliwie najmniejsze «.. Jezeli mamy « ustalone, to opie-
rajac si¢ na twierdzeniach Neymana i Pearsona mozna obszar krytyczny wyznaczac tak aby
warto$¢ S byta minimalna.

Na zakoriczenie wymienimy jeszcze czynniki wplywajace na moc testu:

e moc zalezy od odlegloSci migdzy wartoScia parametru zaktadana w hipotezie zerowej
a jego wartoScia prawdziwa. Im wigksza odlegto$¢ tym wigksza moc,

e moc zalezy od odchylenia standardowego badanego parametru w populacji. Im mniej-
sze odchylenie, tym moc wigksza,

e moc zalezy od liczebnos$ci préby, im liczniejsza proba, tym moc wigksza.

e moc zalezy od poziomu istotnosci testu. Im nizszy poziom istotno$ci tym mniejsza
moc testu.

6.8 Zadanka na ¢wiczenia

1. Zmierzono 10 razy deklinacje pewnej gwiazdy. Pomiary sa niezalezne jednakowo
precyzyjne. W oparciu o pomiary obliczono wartos$¢ Srednig oraz odchylenie stan-
dardowe T = 42°12'14.4", s = 3.7"”. Przy poziomie istotnosci 5% dokonaj testu
hipotezy, ze Srednia populacji pomiaréw deklinacji 1 wynosi 42°12'16”, wobec hipo-
tezy alternatywnej, ze tak nie jest.
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Koncepcja wag popmmiarowych

Streszczenie

Nie ma komu napisaé
I nie wiadomo czy begdzie komu.

Stowa kluczowe: Pomiary niejednakowo doktadne, wagi pomiaréw ¢ I’
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7.1 Koncepcja wagi pomiarowej

Niepewno$ci pomiarowe maja rézne wtasnosci, jedna z nich jest skupianie si¢ wokét pewnej
szczegblnej wartos$ci np. wartosci Sredniej. Stopien skupienia okreSlany jest za pomoca
odchylenia standardowego o, jego warto$¢ jest miarg precyzji pomiaréw. Jesli o jest male,
pomiary sa silnie skupione wokot $redniej, powiadamy, ze precyzja pomiaréw jest wysoka
(nie myli¢ z doktadnos$cia), i odwrotnie.

Istnieja inne miary precyzji, jedna z nich jest tzw. waga pomiaru. Mozna by powiedzieé,
ze za jej pomocg okresla si¢ dobro¢ danego pomiaru, stopiefi jego waznosci, jego wage
w stosunku do innych pomiaréw. Opracowujac dane pomiarowe, ich wage definiuje sig¢
w rézny sposéb. Dla naszych celéw okreslimy ja jako wielko$¢ odwrotnie proporcjonalng
do wariancji pomiaru:

w = k (7.1)

=
gdzie w to waga pomiaru a k jest stalg proporcjonalnosci.

W danej probie pomiarowej dokonuje si¢ wyboru jednego pomiaru jako pomiar odnie-
sienia. Jego wariancje 02 = ag przyjmuje si¢ jako wariancj¢ odniesienia, a jego wage
przyréwnuje do jednosci, czyli:

=1, =k=o0}

w= -9 (7.2)

Obserwacja o wadze réwnej jednosci nazywana jest obserwacjq o wadze jednostkowej.

Obok wariancji mamy w statystyce matematycznej pojecie kowariancji. Pojawia si¢
ono gdy wyznaczona wielko$¢ jest zmienng losowa dwu lub wigcej wymiarowa. Np. po-
miar potozenia ciat niebieskich wymga wyznaczenia dwéch wspétrzednych jest zatem zmi-
enng losowa dwuwymiarowa. Kowariancja wyraza korelacj¢ (wspoétzaleznosé lub jej brak)
migdzy zmiennymi losowymi. W dalszym toku rozwazai przyjmijmy, ze obserwacje sa
niezalezne, nieskorelowane, co oznacza, zZe ich kowariancja jest réwna zeru.

Dla préby niezaleznych pomiaréw 1, x, ..., T, 0 wariancjach o3, 03, ..., o2, (préba o
rozmiarze m), praktycznym pociagnigciem jest pojecie macierzy wariancji:

o2 0 0 0
10 o5 0 O

2=|0o ¢ . o )
0 0 0 o2

w 0 0 0
0w 0 0
W=1l0 0 ... o 74
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Obierajac w tej prébie wariancj¢ ktéregos z pomiar6w jako wariancj¢ odniesienia i stosujac
réwnanie (7.2) mozemy (7.4) napisaé w postaci:

L0 0
o1

W = o} 0 UL% 0 0 , (7.5)
0o 0 ... 0
0 0 0 =

co pociaga:

-1

W=05) (7.6)

Uwaga!. Mimo poczynionych zatozen o braku korelacji, réwnanie (7.7) jest prawdziwe

takze dla obserwacji skorelowanych.
’—)

7.2 Obserwacje zrownowazone

Niech l;, i = 1,2,...n, oznaczajg zbior rezultatow obserwacji o niejednakowej precyzji
o odchyleniach standardowych o;.

Dokonajmy nastgpujacego zabiegu: pomnézmy kazdy pomiar [; przez pewna liczbowa
stata a;. W ten sposéb otrzymujemy nowy ciag obserwacji [ = [;a;.

Z prawa propagacji wariancji' wynika, ze pomiary [¥ maja odchylenia standardowe
o; = o;a; . Zatem ich wagi wynosza

S

i T %2 T 2 92
g; 0;a;

2|

Skoro tak, to zbidr takich obserwacji:

i/, .7)

jest zbiorem obserwacji jednakowo doktadnych (zréwnowazonych), bowiem wszystkie ob-
serwacje maja teraz jednakowe wagi, réwne jednosci.
’—)

'Bedzie o nim mowa w nastepnym rozdziale
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Podstawy techniki propagacji

Streszczenie

Nie ma komu napisaé
I nie wiadomo czy bedzie komu.

Stowa kluczowe: Propagacja funkcji gestoSci zmiennej losowej, propagacja wartoSci
oczekiwanej, wariancji i kowariancji, propagacja dla funkcji liniowych, propagacja dla
blokowych wektoréw losowych, mnozenie symboliczne. ¢ I’
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8.1 Wstep

W $wietnym podreczniku [ 1] okreslenie “propagacja btedéw” zastapiono zwrotem “zamia-
na zmiennych”, by zdaniem jego autoréw uniknal nieporozumiern. W naszym skrom-
nym odczuciu, do tego samego moze prowadzi¢ okreslenie “zamiana zmiennych”, dla-
tego pozwalamy sobie na zachowanie stowa “propagacja”, ktére bedziemy wykorzystywali
w szerszym 1 wezszym znaczeniu. W znaczeniu szerszym propagacja dotyczy zaleznoSci
funkcjonalnej zmiennych losowych i oznacza propagowanie statystycznych cech pomigdzy
zmienng niezalezna a zmienng zalezna.

Niech X = (#1,...,4,)" bedzie n wymiarowym wektorem losowym o tacznej funkcji
gestosci fy (1,22, ...,2,). Niechy = (71,...,%m)" bedzie wektorem losowym ktérego
sktadowe otrzymano za pomoca sktadowych wektora x i zaleznosci:

ij:uk(ﬁfl,...,i'n), k=1...m

Zagadnienie propagacji polega na wyznaczeniu wtasnosci statystycznych wektora losowego
y w oparciu o wlasnosci wektora losowego X, w szczegdlnos$ci interesuje nas znalezienie
funkcji gestosci fy(y1,y2,...,Ym). Ustalenie funkcji gestosci jest zadaniem najbardziej
og6lnym, rzadko realizowanym w praktyce, najczg¢$ciej mamy do czynienia z zadaniami
szczegbtowymi jak:

e propagacja Srednich (wartoSci oczekiwanych),
e propagacja btedéw przypadkowych (wariancji i kowariancji),
e propagacja btedéw systematycznych.

Ponizej oméwimy wszystkie wymienione przypadki, ale ograniczajac si¢ jedynie do linio-
wych zwigzkéw pomigdzy wektorami losowymi. I

8.2 Propagacja funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa

Jak wspomniano problem polega na znalezieniu funkcji gestosci fy (y1,y2, - - . , Ym) Wektora
losowego y w oparciu o funkcje gestosci f.(z1,z2,...,x,) wektora losowego X, przy
danej funkcjonalnej zalezno$ci pomigdzy tymi wektorami.

Rozwazmy najpierw przypadek jednowymiarowy. Niech bedzie dana funkcja g = ¢(Z),
r6zniczkowalna, przy czym & ma rozklad prawdopodobienstwa okreslony przez funkcje
gestosci f,(x). Zaktadamy takze istnienie funkcji odwrotnej & = h(y) jednoznacznej,
ciagtej i ré6zniczkowalne;.

Zatem, potrafimy kazde zjawisko losowe ; transformowaé w zjawisko ¢; = ¢(z;)
1 odwrotnie. W tej sytuacji oczywistym jest, ze

P(r; <3 <x3) = P(y1 <7 <o),
lub za pomoca funkcji gestosci, ze:
x2 Y2
| tede= [ g,
1 v
a ograniczajac si¢ do bardzo matych przedziatéw, may tez:

Je(z)dz = fy(y)dy,
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A korzystajac z regut zamiany zmiennych pomigdzy Z i § mamy:

oh(y)

ooyt = 1) 52 dy = 1, )

Zatem funkcja gestosci zmiennej losowej § = ¢(Z) okreslona jest za pomoca:

Oh(y) ’

Ty (8.1)

£,0) = Fa(h(y)) '

2 —z2

Przyklad 1. Dana jest zalezno$¢ y = z° oraz funkcja gestosci fi(7) = exp (=),

wyznaczymy funkcje gestosci zmiennej y.
Skoro g(x) = z? to funkcja odwrotna ma postac:

h(y) =z =+,
poniewaz bierzemy jedynie warto$ci dodatnie. Stad:
Oh(y) 1
o oy
a zgodnie z réwnaniem (8.1), bedzie:
1
ﬁ.

Ktadac do funkcji gestosci f(z) = exp (%’32) zmienng r = ,/y otrzymamy

fy(y> = fl‘(ﬂ)

fy(y) = exp(7)ﬁ.

8.2.1 Przypadek wielowymiarowy

Przejdziemy do zmiennej losowej wielowymiarowej. Niech beda dane m funkcji wektora
losowego X = (Z1,...,Zn):

gi :gi(.fl,...,i’n) :gl(f{) 1=1...m.
Pozwalaja one na obliczenie sktadowych wektora losoego ¥ = (91, ..., Um). Dalej za-
16zmy, ze mamy funkcje odwrotne:

Zj=hij(,....9m) =hj(y) j=1...n.

Jezeli f,(x) jest taczna funkcja gestosci wektora losowego X to:

fy(y) = fy(yl7y27 oo 7ym) = fx(hl(ylayza .. -aym)7h2(917927 oo ,ym)7 .o ) ’J| .

jest taczna funkcja gestosci wektora losowego y. Przy czym |J| jest wyznacznikiem ma-
cierzy Jacobiego transformacji odwrotnej Z; = h;(y). Jakobian ten oznaczany zwigZzle
jako:

_ Ox

T=%
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Propagacja rozktadow prawdopodobienstwa nie jest tatwym zagadnieniem, gtéwne trud-
nosci dotycza tu zatozenia o istnieniu funkcji odwrotnych ;. W przypadku funkcji linio-
wych wiazacych wektory losowe ¥ i X sytuacja jest prostsza a w szczeg6lnosci dla wekto-
réw losowych x o rozktadzie normalnym, mianowicie, rezultat propagacji bedzie miat takze
rozktad normalny. Z tego powodu propagacji najczesciej dokonuje si¢ dla przypadkéw li-
niowych lub w oparciu o zlinearyzowane formy zaleznosci pomigdzy wektorami losowymi
yix.

’—>
8.3 Propagacja Sredniej
Srednia rozktadu jest waznym parametrem statystycznym dlatego korzystajac z definicji

wartos$ci oczekiwanej wyprowadzimy wyrazenie na bezpoSrednig propagacje wartosci Sred-
niej.

Niech z1, T3, ..., Z, begda zmiennymi losowymi o znanych wartosciach oczekiwanych
E[z1],..., E[%,]. Utworzymy zbiér zmiennych (91, ..., Jm) bedacych funkcjami zmien-
nych (Z1,...,Zy,):

Wartosci oczekiwane zmiennych g; wynosza:
Elg] = Elgi(%1,....%,)] i=1...m.

a zgodnie z definicja wartoSci oczekiwane;j:
oo o0
E[y;] :/ / gi(x1, ..., xn) fu(z1, .. xn)dey .. dy, (8.2)
—0o0 —0o0
gdzie f,(x1,...,z,) jest funkcja gestosci zmiennych (Z1,...,&y). I

8.3.1 Propagacja srednich dla funkcji liniowych

W przypadku funkcji liniowych lub form zlinearyzowanych, formuly na propagacj¢ Sred-
nich sg wyjatkowo proste. Dla zaleznosci § = ax + b, wzdr (8.2) przechodzi w:

Elg] = /oo (ax +b) fo(z)dz = a/oo xfr(x)dx + b/oo fz(x)dx = aE[Z] + b.

o _

W przypadku wigkszej liczby zmiennych bgdziemy mieli:
Yi = ag; + a1;T1 + a2;T2 + ... + ApiTp.

A wartosci oczekiwane:

Elyi] = Elaogi + a1i®1 + a2i%2 + ... + apiZpn] +
= E[a()i] + E[alifil] + E[agiiQ] +...+ E[amﬂ?n] +
= ag + aliE[i“l] + agiE[:fz] 4+ ...+ am-E[in],

czyli

Hyi = Q0; + Q1iftel + Q2ifbz2 - - - + Cniflzn. (8.3)
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Widzimy, ze liniowy charakter zaleznoSci zachowany zostaje takze dla wartoSci oczeki-
wanych. Warto tez zauwazy¢, ze liniowy charakter propagacji wartosci Srednich dla funkcji
liniowych jest niezalezny od rozktadu prawdopodobieristwa zmiennych (21, Za, . . . Zy,).

Przyklad 2. Dana jest zmienna losowa Z i jej funkcja gestosci:

f@) = ——=ew [‘71 (“”“;“ﬂ |

Jezeli j = #* wyznacz fhy-

Rozwiazanie sprowadza si¢ do obliczenia catki

1 © -1 x—,u>2
= T°ex dx.
Hy o\ 27 /oo P [ 2 < o

W tym celu podstawiamy

_T—p
oV2'
skad
2
52 — 1tz —p
2 o ’
r=pu+ o2 Z,
dz = oV/2 dz.
Zatem
1 o0 2 _22
Hy = (n+oV22)%e 7 0V2dz =
oV2T J_
1 2 > —22 * —2? 2 > 2 —22
= T 7 e dz + 2uoV2 ze * dz+20 zée” % dz| =
™ —00 —00 —00
1 2
= — [\/77',112 + 0+ 202\/7?} .
m 2
Ostatecznie
fy = p* + o
’—)

8.4 Propagacja wariancji i kowariancji

Niech %1, 22 beda zmiennymi losowymi o warto$ciach oczekiwanych pi,1, 2 1 tacznej
funkcji gestosci f(z1, z2). Rozwazmy nastgpujace funkcje:

U1 = 91(%1,%2), G2 = g2(T1, T2).
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Wariancje i kowariancja zmiennych 1, To maja postac:

02 = E[(#1 — pn)?] = / (z1 — pa1)* f (w1, 22)d2y (8.4)
029 = B[(Z2 — p2)’] = / (w2 — pa2)” f (21, 22)ds (8.5)

021 22 = E[(T1—pe1) (T2 —pa2)] = / / (21— pz1) (T2 —pa2) f (21, 22)dz1dT2 (8.6)

Analogicznie dla zmiennych ¥, y2 mamy:

T :/ / (g1(21,22) — py1)? f (21, 22)dz1dy (8.7
e :/ / (g2(x1, 32) — p1y2)* f (21, w2)dw1das (8.8)

Tyly2 = / / (91(z1,22) = py1)(92(1, 22) — pry2) f (21, 22)dwldTs.  (8.9)

Wyrazenia (8.7)—(8.9) dla dwéch zmiennych losowych tatwo zmodyfikowaé na przypadek
wielowymiarowy. I

8.4.1 Propagacja wariancji i kowariancji dla funkcji liniowych

Roéwnania (8.7)—(8.9) nie sa tatwe do wykorzystania w praktyce, catki po prawych stronach
nierzadko nastrgczaja powaznych trudnosci. Dlatego pozadane sg prostsze formuty, ktére
uzyskuje si¢ dla przypadku funkcji liniowych badzZ form zlinearyzowanych zaleznosci po-
migdzy wektorami losowymi y i X.

Niech bgda dane: zmienne losowe 21, T2, ich wartoSci oczekiwane 1,1, (12 oraz faczna
funkcja gestosci f(x1,x2). Rozwazmy nowe zmienne ¢, g2 zwiazane z 21, Zo zaleznos-
ciami liniowymi:

U1 = ag + a1T1 + asZo
Yo = bp + b121 + baZo. (8.10)
Zgodnie z definicja wariancja zmienej ¥ :

ooy = Bl — py1)®] = El(ao + a1 + azF2 — ag — a1fiz1 — azfig2)’] =

= E[(a}(Z1 — pa1)® + a5(T2 — pta2)” + 2a1a2(F1 — [121) (T2 — [122))] =
= A E[(#1 — pa1)?] + BE[(F2 — pa2)?] + 20102 E[(F1 — 1) (T2 — 1a2)]
op = s+ a302 + 20102041 2. (8.11)

Wariancja drugiej zmiennej ¢o:

02y = bioZ) + b302y + 2162041 a2 (8.12)
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A ich kowariancja:
Oyl y2 = (111)10’%1 =+ CLQbQO'iQ =+ (albl =+ agbg)aﬂ 22- (8.13)

Widzimy, ze podobnie jak dla §rednich, prawo propagacji wariancji i kowariancji dla funkcji
liniowych nie zalezy od funkcji gestosci.

Formuty (8.11)-(8.13) maja bardziej zwarta posta¢ w notacji macierzowej, niech dane
beda wektory losowe:

V=1l i x=[7 )"

Roéwnania (8.10) w postaci macierzowe;j:
y=c+Cx,

gdzie

2 2
S - Or1 Ogxla2 S - 01 Oyly2
Tr = 2 yy = 2 :
Ozlz2 Og9 Oyly2 Oy2

beda macierzami kowariancji wektoréw losowych x i y. Réwnaniom (8.11)—(8.13) opisu-
jacym propagacje¢ wariancji i kowariancji, mozna teraz nada¢ forme:

®,, = C%,,C". (8.14)

8.4.2 Propagacja wariancji i kowariancji dla funkcji nieliniowych
Latwo pokazac, ze macierz C reprezentuje jakobian wektora y ze wzgledu na x:
9y

ox’

zatem, w formie bardziej ogdlniej bedzie:

Jyz =

gy = JyeTaad (8.15)

Liniowe réwnania nie wystepuja czesto w praktyce, dlatego réwnania postaci (8.10) stano-
wia zwykle rezultat linearyzacji funkcji nieliniowych. Linearyzacja oznacza, zZe po rozwinig-
ciu danej funkcji w szereg Taylora, z rozwinigcia bierzemy tylko dwa pierwsze wyrazy
zaniedbujac wszystkie wyrazy od rzgdu drugiego poczawszy.

Zauwazmy, ze wystgpujace w rozwinigciu wyrazy zerowego rz¢du nie sa nam potrzebne,
bowiem dla punktu 29,29 (W jego otoczeniu dokonujemy rozwinigcia funkcji) warto$ci
wzigte z form zlinearyzowanych odpowiadaja wartoSciom ag, by, ktére nie propaguja do
021, 052, oy1y2. Propaguja jedynie pochodne czastkowe rozwinigcia, stad réwnanie (8.15)
jest przypadkiem ogélnym zaréwno dla zaleznoSci liniowych jak i nieliniowych. W naszym

przykladzie Jakobian J zawiera wszystkie cztery pochodne obliczone w punkcie 29, x9:

Oy1 Oyr
_ ox oz
Jyx=| o s |-

oz 0o
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styczna

Rozklad
zmiennej y

Rozklad zmiennej

Rysunek 8.1: Zlinearyzowana forma funkcji f(x) nie zawsze precyzyjnie propaguje wlas-
nosci zmiennej losowej .

Stosowanie form zlinearyzowanych jest dopuszczalne jedynie dla dostatecznie matego prze-
dziatu dyspersji zmiennych 71,72 w otoczeniu punktu 29, 29. W obszarze naszych zain-
teresowan funkcje wyjSciowe powinny by¢ nalezycie aproksymowane przez formy liniowe.
Na rysunku 9.1, ilustrujemy powyzsze stwierdzenie w ramach przypadku jednowymiarowe-
go. Zauwazmy, ze w przypadkach zlinearyzowanych funkcji, zmienne losowe przechodza
w postaé¢ zmiennych przyrostowych: Mianowicie po linearyzacji mamy:

x; = Ti0 + Ay
Yi = Yio + Ay;.

Zatem, wtasno$ci np. btedéw przypadkowych — a wigc takze ich rozktad, zwiazane sa
teraz z przyrostami Ax;, Ay;. W obszarze liniowym rozwazania geometryczne (patrz rys.
9.1) potwierdzaja wczedniej otrzymany rezultat, ze liniowa transformacja zmiennej loso-
wej T; o rozktadzie normalnym daje w rezultacie zmienng losowa ¥; rowniez o rozktadzie
normalnym.

Réwnanie (8.15) jest ogdlnym réwnaniem propagacji macierzy wariancji dla wektora y
nieliniowo zaleznego od wektora X.

Wprowadzajac macierze kofaktorowe zdefiniowane jako:

1 1
Qxx = %EII) ny = ;gzyyv

réwnanie (8.15) mozna napisa¢ w postaci:

ny = Jyersz;x (8.16)

8.5 Propagacja w przypadku blokowych wektoréw losowych

Roéwnanie (8.16) mozna uogdlni¢ dalej, na przypadek wielokrotnej zaleznoSci pomigdzy

wektorami losowymi. Niech wektory X, 1, t,,,1 0 n 1 m sktadowych, beda wektorami sko-
relowanymi o macierzach kofaktorowych Qg., Qut, Q. Niech wektory y,1,2Zp1 beda
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funkcjami zmiennych wektorowych X, 1, t,, 1:

y=y®), z=z(). (8.17)
Jakobiany tych funkcji maja postaé:
ay 0z
Jypo == Ji=—. 8.18
yx 85( ) zt ot ( )
Utwoérzmy wektory blokowe (klatkowe):
- |y <_ | X
r—[i] s—[t]. (8.19)

Dla tych wektoréw jakobian J,.s bedzie macierza blokowa:

[3,. 0
JI‘S_|:0 Jzt:|

W przypadku blokowych wektorow losowych prawo propagacji ma posta¢ identyczng z
rOwnaniem (8.16), mamy wigc:

er = J’I‘SQSSJZ;' (8.20)

A w postaci bardziej “rozpakowanej” bgdzie:

{ny Qyz}: [JW 0 HQM th][']gx 0 ]:

sz sz 0 Jzt th Qtt 0 JZt
(8.21)
_ I: Jny;L’zJTx Jy:vatJZt :|
Jthtszgg JthttJZt .
Mozemy teraz wypisaé zaleznosci na wszystkie cztery kofaktory:

ny = JnyxxJZ;xa

Qyz - JnyxtsztT

sz = Jthtngm = Qyz>

sz = JthttJZt- (8.22)

Dodajmy jeszcze, ze tatwa do skonstruowania macierz (m X n):

dzritl .- dzltm
ta: s

dzntl -+ Ydrntm

nazywana jest macierza kros-kofaktorowa. I’

8.6 Dygresja - mnozenie symboliczne

W celu otrzymania elementéw macierzy kowariancji (8.22) oddzielnie, bez obliczania catej
macierzy (8.21), Tienstra zaproponowal pewien praktyczny schemat zwany "mnozeniem
symbolicznym". W celu jego ilustracji rozwazmy nastgpujace rownania:

U =ag+ a1x + a2y + azz
v =bg+ a1z + boy + b3z (8.23)
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lub w postaci macierzowe;j

€T
u | | ap ar az as
[v}_[bo by by bg] ) (8:24)

Analogicznie do réwnania (8.20) w sposéb juz nam znany, kofaktory zmiennych u, v otrzy-
ma¢ mozna po wymnozeniu macierzy:

[ Quu Q’U/U :| — |: Jux Juy J’LLZ

Qur Quy Qu- I JL
L Qvu vi J’U(E J”L)y J’UZ :|

ny ny Qyz ng sz)Ty
Qzac sz sz ng Jvz

:| Qzz Czy G2z ayp by

kbl B P KA
- ez Gzy Gz ag bs
a po wymnozeniu macierzy uzyskamy:
Quu = O1ew + 05qyy + 03022 + 20109Gay + 20103Ge- + 202037,
Qoo = Dlus + b3ayy + b3qss + 2b1baduy + 2b1a3G0s + 2b2b3qy. (8.25)
Quv = @1b1Gzz + a2b2qyy + azb3q.. + (a1ba + agb1)quy +

+(a1b3 + asb1)qe. + (a2bs + a203)qy-

Wspdiczynniki kofaktorowe po prawych stronach réwnania (8.25) mozna otrzymaé niemal
natychmiast inng droga — wykonujac “mnozenie” réwnar (8.23) przez siebie, zaniedbujac
a0, b0. Przyktadowy iloczyn typu (uu) ma postac:

(uu) = a?(zx) + a3(yy) + a2(22) + 2a1a9(zy) + 2a1a3(x2) + 2a2a3(yz) (8.26)

Poréwnujac to réwnanie z pierwszym z réwnan (8.25) widzimy, ze takie “mnozenie”
faktycznie daje wspétczynniki kofaktorowe. Pamigtajac, ze iloczyny zmiennych np. (yz)
nalezy traktowaé jako indeksy macierzy kofaktorowej, mozna tym sposobem otrzymac
dowolny auto- badz kros- kofaktor.

Metoda ta byta nieoceniona w czasach rachunkéw recznych, zwlaszcza gdy potrzebny
byl pojedynczy element z calej macierzy kofaktorowej. Ale i obecnie nie stracita na znacze-
niu bowiem ten sam schemat daje si¢ zastosowaé do réwnan macierzowych. Jednakze w
tym przypadku nalezy mie¢ baczenie na sekwencje macierzy, wprowadzajac gdzie trzeba
transpozycje. Przyktadowo dla uktadu macierzowego:

y=Ax+a
z=Bt+b (8.27)

macierz kroskofaktorowa Q,. mozna otrzyma¢ droga symbolicznego “mnozenia” wek-
toréw y, z zaniedbujac wyrazy a i b, ktdre sa nieistotne z punktu widzenia propagacji:

(sz) = (AX)(Bt)T = A(XtT)BT

Traktujac iloczyn wektoréw (xt”) jako wskazniki macierzy kofaktorowej Q.;, odrzucajac
symbol transpozycji, mozemy napisac:

Qyz = AthBT

Ktadac A = J,, oraz B = J,; réwnanie to przechodzi w posta¢ analogiczna z (8.16). I’
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8.7 Propagacja zlozona z zastosowaniem macierzy

Rozpatrzmy nastgpujace zwiazki:

y=Ax+a
z=By-+b (8.28)
r=Cz+c

Gdy dany jest wektor x oraz jego kofaktor Q,, mozemy obliczy¢ odpowiednie macierze
kofaktorowe dla pozostatych wektoréw losowych y,z i r. Dokonuje si¢ tego w dwojaki
sposob: przez podstawienie albo metodg krokowa.

Podstawienie oznacza, ze ktadziemy kolejno réwnanie do réwnania np.:

y=Ax+a
z=By+b=B(Ax+a)+b=(BA)x+ (Ba+b)
r=Cz+c=C(By+b)+c=(CB)y+(Cb+c)=
=(CB)(Ax+a)+ (Cb+c)=(CBA)x+ (CBa+Cb+c)

W celu wyznaczenia Qy, Q.., Qy-, . . . mozemy stosowac podejscie takie jak to uczyniono
w przypadku rownan (8.17), Ale mozemy tez zastosowaé mnozenie symboliczne Tienstry.
W pierwszym wypadku musimy potozy¢:

<
Il

s=[x] (8.29)

N

A dalej zgodnie z prawem propagacji bgdzie:

vi = JUststs =

ny Qyz Qy"' Jy-'E

er Qr: Qpr Jra
A

=| BA |[Qu |[AT ATBT ATBTCT | =
CBA

Po wykonaniu mnozenia macierzy

Quy Qy= Qyr AQ . AT AQ.. ATBT AQ., ATBTCT
sz sz er = BQxxAT BAQ:C:(:ATBT BAQJ:IATBTCT
Qy Q- Qn CBAQ,,A” CBAQ,,A”B” CBAQ,,A”BTCT

A poszukiwane kofaktory dane sg przez nastgpujace zwiazki:

ny = AmeAT
sz = BAQ:MUATBT

Q.. = CBAQ,,ATBTCT
Q. = AQ.A"B” (8.30)
er = AQx:pATBTCT

Q.. = BAQ,ATBTCT
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Wyprowadzimy te same zwiazki krokowo stosujac prawo propagacji krok po kroku i wyko-
rzystujac podejScie Tienstry, tzn symbolicznie wymnozymy stronami réwnania (8.28), w re-
zultacie otrzymamy:

Qy = AQuAT

Q.- BQ,,B” = BAQ,,A"B”

Q., = CQ..CT"=CBAQ,,ATBTC” (8.31)
Q. = AQ,B”

Q, = AQ,.C"

Q.. = BQ,.C”

Widzimy, Ze ostatnie trzy macierze kros- kofaktorowe nie sa identyczne z odpowiednimi
réwnaniami z zestawu réwnaf (8.30), cho¢by z powodu braku w (8.30) macierzy Q.y, Q. -,
Q.. Mozna jednak otrzymac wtasciwa posta¢ réwnan jesli w podejsSciu krokowym, réw-
nania (8.28) uzupetnimy o oczywiste tozsamosci, mianowicie:

= Ix
= Ax+a
Ix
= By+b
= Iy
= By+b

N & N X < ¥
I

Zastosowane do tych rownan mnozenie Tienstry daje:

me = IszAT = Qm:AT

sz = IQxyBT = QxxATBT

Qyz = nyBT
Po podstawieniu tych réwnani do ostatnich trzech réwnan z zestawu (8.31), dostaniemy
doktadnie réwnania (8.30) a wigc oba podejscia — kolejnego podstawienia oraz propagacji
krokowej daja identyczne rezultaty. Trzeba jednak pamigtac, ze podejscie krokowe wymaga
zachowania pewnej ostroznosci. I

8.8 Propagacja bledow systematycznych i prawdziwych

Niech Z, § beda zmiennymi, dla ktérych znamy pewna zaleznos$¢ funkcyjna r = g(z, y):
Niech Az, Ay beda przyrostami, o ktérych naturze powiemy pdZniej. Z bezposredniej
propagacji wynika, ze:
r+Ar = g(x+ dz,y+ 0y)
Ar = g(z+d0z,y+dy) —g(z,y)

Jezeli przyrosty byly odpowiednio mate mozemy funkcje rozwinaé w szereg i bra¢ pod
uwage wylacznie cztony liniowe rozwinigcia, oznacza to ze:

Ar= 2995 9@ y)

32
Ox oy (8.32)
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Jak dotad nie czyniliSmy zadnych uwag natury probabilistycznej, réwnanie (8.32) trak-
towaliSmy jako opisujace pewien problem obliczeniowy. W praktyce przyrosty Ax, Ay
mozna traktowac jako wartosci nastgpujacych btedow:

e bledy - poprawki wynikajace z bledéw rachunkowych,
e tzw. bledy prawdziwe, o ktérych zaktadamy, ze sa znane,
e bledy systematyczne.

We wszystkich tych przypadkach o przyrostach Ax, Ay zaktada sig, Ze sa znane i ze nie
maja charakteru btedéw przypadkowych. Dlatego z punktu widzenia statystyki mozna
omawiany przypadek traktowac jako specjalng postac propagacji Srednich. Réwnanie (8.32)
mozna rozwazac jako graniczny przypadek, w ktérym zmienne losowe Z, § traktowane sa
jako “state” tzn. ich statystyczne wilasnosci zostaty zredukowane do zera.

Takie prawo propagacji z teoretycznego punktu widzenia ma niewielka wage. Jednak
w praktyce jest uzyteczne zwtaszcza w badaniu pewnych efektéw wynikajacych zastosowa-
nia uproszczonych modeli matematycznych. Btedy systematyczne w zasadzie sg efektami
zastosowania uproszczonych matematycznych modeli. Dlatego formuta (8.32) moze by¢
stosowana w analizie propagacji resztkowych bledéw systematycznych. I



Rozdzial 9

Metoda najmniejszych kwadratow:
wyrownywanie z warunkami

Streszczenie. Nie ma komu napisa¢ I nie wiadomo czy bedzie komu. Slowa kluczowe:

Warunek najmniejszych kwadratéw, rownania warunkowe, rdwnania normalne, technika
bezposrednia, technika posrednia, przypadek ogdlny wyréwnywania z warunkami, formy
dwuliniowe, rézniczkowanie form dwuliniowych, metoda czynnikéw Lagrange. ¢ I

“[Modyfikowano AD 2008, kwiecien, 23]
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9.1 Wstep

W rozdziale 2.7 przedstawiono jedynie zarys koncepcji wyréwnywania obserwacji metoda
najmniejszych kwadratéw (MNK). Obecnie, rozwiniemy ten temat rozpoczynajac od przed-
stawienia dwoéch podstawowych technik: bezposredniego i posredniego wyréwnywania ob-
serwacji.

Nie sa to jedyne techniki, jest ich wigcej, a konstruowano je w celu uproszczenia
rozwiazan rozmaitych probleméw, dlatego techniki te wzajemnie réznia si¢, ale pewne
elementy sa w nich podobne. Np. zawsze dotycza modelu okre§lonego przez ng wiel-
kosci, ktére wyznaczamy za popmoca obserwacji. Funkcjonalna czg¢$¢ modelu wyrazona
jest w formie réwnania, albo czeciej, uktadu tzw. réwnan warunkowych !, wiazacych ze
soba wszystkie wielkosci obserwowane. Jesli obserwator zamiast ng wykonal n > ng ob-
serwacji, mamy do czynienia z nadmiarem r» = n —ng (liczba stopni swobody), a w rezulta-
cie z niejednoznaczym rozwigzaniem interesujacego nas problemu. Bowiem w efekcie
nieuchronnych niepewnos$ci pomiarowych, kazdy podzbidr o liczebno$ci ng wzigty sposréd
n obserwacji opisuje model w inny sposéb. W celu usunigcia niejednoznaczno$ci, wyz-
naczenia “najlepszego” zestawu ng interesujacych nas wielkosci postugujemy si¢ kryterium
najmniejszych kwadratéw. [

9.2 Techniki posredniego i bezposredniego wyréwnywania ob-
serwacji

O konkretnej technice wyr6wnaczej stanowia: posta¢ rownan warunkowych, oraz sposéb
usuwania zaistnialej (wobec niezerowego nadmiaru 7) niejednoznacznosci. Jako pierwsza
poznamy technike bezposredniego wyréwnywania obserwacji. I

9.2.1 Bezposrednie wyréwnywanie obserwacji

Technika ta ma nastgpujace cechy:

e liczba réwnan warunkowych wynosi r = n — ng,

e poza wielko$ciami obserwowanymi bezpoSrednio, réwnania warunkowe nie zawie-
raja zadnych niewiadomych parametréw,

e w kazdym réwnaniu warunkowym moze wystapi¢ od 1 do n wielkoSci obserwowa-
nych.

Przyklad 1. Postanowiono wyznaczy¢ ksztalt tréjkata ptaskiego. W tym celu zmier-
zono trzy katy:

ap = 41°33', «ag = T8°57, az = 59°27
Wyznacz wyréwnane wartosci tych katow.

Latwo ustalimy, Ze liczba pomiaréw n = 3 a minimalna liczba pomiar6éw koniecznych
do jednoznacznego rozwiazania problemu ny = 2. Bo przeciez w celu okreslenia ksztaltu

'Posréd astronoméw zamiast réwnania warunkowe, czesciej napotkamy na okreslenie réwnania obserwa-
cyjne.
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tréjkata wystarczyto zmierzy¢ jedynie dwa katy. Stad liczba stopni swobody r = 1 a zatem,
zgodnie z tym co powiedziano wyzej, musimy napisa¢ jedno réwnanie warunkowe.

Posta¢ rownania warunkowego stanowi zmienny element w MNK, a odnajdywanie jej
wymaga od nas swego rodzaju zdolnosci kreatywnych. W naszym przyktadzie nie musza
to by¢ wybitne zdolnosci, dlatego napiszemy bez zadnych ceregieli, ze model funkcjonalny
rozwazanego zagadnienia okreslony jest jednoznacznie, jesli estymatory obserwacji czynia
zado$¢ réwnaniu:

a1 + Qo + &3 = 180°
A zgodnie z definicja estymatoréw wielkosci obserwowanych i =1 + v
(Oél + I/l) + (042 + I/Q) + (Oég + 1/3) = 180°

gdzie v; sa niewielkimi najczgsciej poprawkami zwanymi tez residuami.
Po podstawieniu warto$ci zmierzonych katéw

V1 + v+ vz = 180° — (41°33' + 78°57 + 59°27')

vty t+uvg =23

Zatem réwnanie warunkowe naszego zagadnienia moze mie¢ postac:
1/3:3/—1/1—1/2 (91)

Wyréwnywanie obserwacji «; sprowadza si¢ do znalezienia takich wartosci residuéw v;,
ktére jednoczesnie, spetniaja réwnanie warunkowe oraz czynia zadoS¢ warunkowi naj-
mniejszych kwadratéw. Warunek ten oznacza, ze funkcja skalarna:

2 2 2 2 2 2 2
(I):VI +V2+V3 =1 +V2—(3/—V1 —V2)
dla poszukiwanych wartosci residuéw osigga minimum, co pociaga:

P

ng =21 —2(3 -1 —1r) =0
P

SVQ =215 —2(3 —1v1 —1r) =0

Po uproszczeniach, jako warunek najmniejszych kwadratow, otrzymujemy réwnania zwane
tradycyjnie rownanami normalnymi:

2v1 + vy =3
1+ 209 =3

W wyniku rozwiazania tego uktadu, oraz skorzystania z réwnania warunkowego (9.1),
mamy vy = vy = v3 = 1.
Ostatecznie wyrownane warto$ci katéw badanego tréjkata wynosza:
01 = a1+ =41°34
dQ = (X9 + V9 = 78058/
a3 =az+v3 = 59°28’

Sprawdzajac czy suma wyréwnanych katow wynosi 180°, mamy mozliwo$¢ czgsciowej
kontroli poprawnosci wykonanych obliczen. I
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9.2.2 Posrednie wyrownywanie obserwacji
W tej technice wyréwnywania danych obserwacyjnych:
e liczba réwnan warunkowych jest réwna liczbie obserwacji n,

e kazde réwnanie warunkowe zawiera co najwyzej jedng obserwacje ze wspdiczyn-
nikiem réwnym 1,

e obok pojedynczej obserwacji rownania warunkowe zawieraja dodatkowo u niewia-
domych parametréw.

Ze wzgledu na nadmiar r = n — ng zachodzi potrzeba sformutowania doktadnie r réwnan
warunkowych. Gdy piszemy n takich réwnan, to mamy ich o n — r za duzo. Dlatego w tej
technice w réwnaniach warunkowych wystgpuje u = n —r dodatkowych parametréw, ktére
nie posiadaja zadnej wartosci a priori, i ktére nalezy wyznaczy¢ wraz z residuami.

Przyklad 2. Czterokrotnie zmierzono w stopniach odlegtos¢ katowa migdzy dwoma
obiektami na sferze niebieskiej:

I = 32.51, lp=32.48
I3 = 32.52, Iy = 32.53

Wyznacz wyréwnana wartos$¢ odlegtosci katowej a.

Mamy zatem n = 4, ng = 1, nadmiar oraz r = 4 — 1 = 3. Zgodnie z wymogami tej
techniki nalezy ulozy¢ 4 réwnania warunkowe zawierajace w = n — r = 1 parametréw.
Réwnania maja postac :

l1+11 =«
b+ =«
ls+vs = o (9.2)
la+vy =«
Albo
Vlzoz—ll
V2:Ot—l2
v3 =« — 3
1/4:Oé—l4

Ich ksztatt wynika z oczywistego spostrzezenia — gdyby wszystkie pomiary odlegtosci
katowej daty taki sam rezultat o mielibySmy jednoznaczna odpowiedZ na postawiony pro-
blem. Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, resiudua v; musza czyni¢ zados¢ warunko-
wi najmniejszych kwadratéw, czyli szukamy takich ich wartosci by funkcja:

O =vi+vi+vi+v) = (a—32.51)% 4 (a—32.48)* +2(a — 32.52)? + 2(a — 32.53)?
osiagata minimum, co pociaga warunek:

6;1)
Oo

stad po rozwigzaniu wyréwnana warto$¢ odleglosci katowej wynosi

= 2(a — 32.51) + 2(a — 32.48) + (a — 32.52) + (a — 32.53)

a = 32.51
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| I |
1 ( L

2 4 6

Rysunek 9.1: Dopasowanie prostej do trzech punktéw pomiarowych. Warto$ci wspotrze-
dnych X —sowych sa doktadne, wartoSci wspoétrzednych Y —kowych wyznaczono za po-
moca pomiaréw.

Jak powiedziano technika posrednia wyréwnywania obserwacji pozwala na wyznaczenie
pewnych parametréw tkwiacych w modelu pomiarowym. Wtasno$¢ ta jest czgsto wyko-
rzystywana gdy interesuja nas wtasnie parametry a nie estymatory wielkoSci obserwowanej
bezposrednio.

Rozwazmy kolejny przyktad.

Wyznaczono potozenie trzech punktéw, o ktdrych

Przykiad 3. wiadomo, ze leza na jednej prostej. W tym celu zmierzono
- [ X[em] Y[cm] ich wspolrzedne prostokatne, patrz tabelka obok. Zaktada-
P, 3 32 jac, ze jedynie pomiary wspotrzednych Y obcigzone byty
P, 4 4.0 niepewnoSciami (wspétrzedne X jakims cudem okreslono
P 6 5.0 w sposob doktadny), metoda najmniejszych kwadratéw

wyznaczy¢ wspolczynniki rdwnania tej proste;j.

Modelem funkcjonalnym tego problemu, jego réwnaniem warunkowym jest rOwnanie
prostej na ptaszczyZnie spetnione prez estymatory, czyli wyréwnane wielko$ci pomiarowe:

y=ax+b

W rzeczywistos$ci, w wyniku nieuchronnych niepewnosci pomiarowych punkty pomiarowe
nie musza naleze¢ do wspdlnej prostej. Oczekujemy jednak, ze dla danych obserwacyjnych,
posréd nieskoriczenie wielu linii prostych, istnieje pewna prosta najlepiej do nich dopa-
sowana. Mianowicie taka, na ktérej leza punkty pomiarowe wyréwnane metoda najm-
niejszych kwadratéw (patrz rysunek ??). Parametry prostej mozna okresli¢ jednoznacznie
za pomocg dwéch punktéw, stad w naszym zagadnieniu mamy ng = 2, a skoro liczba
wykonanych pomiaréw wynosi n = 3 to nadmiar » = 1. A poniewaz stosujemy technike
posredniego wyréwnywania obserwacji musimy napisaé¢ n réwnai warunkowych zawiera-
jacych u = n — r = 2 parametry. Beda to réwnania:

yl—axl—b:0
gfg—al‘g—bzo
yAg—ailig—b:O
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a po skorzystaniu z definicji estymatoréw g;:

y1+y1—am1—b:0
1/2—|—y2—ax2—b:0
v3+ys—ar3—b=0

Wprowadzajac za y; wartosci liczbowe

v1=2a+b—-32=0
vo=4a+b—4.0=0
v3=6a+b—50=0

Parametry a i b wyznaczymy z warunku najmniejszych kwadratéw:
O=vi+vi4+vs=2a+b-32)%+ (4a+b—4.0)>+2(6a+b—5.0)2

Minimalizacja tej formy kwadratowej pociaga warunki

P

ga = 2(2a+b—-32)-24+2(4a+b—4.0)-4+2(6a+b—5.0)-6=0
0P

5 = 22a+b—32)+2(4a+b—4.0)+2(6a+b—5.0)=0

stad

56a + 12b = 52.4
12a + 3b = 12.2

i w rezultacie a = 0.45, b = 2.27 [cm]. I’

9.3 Roéwnania warunkowe: notacja macierzowa

Mcierze petnia w rachunku wyréwnawczym powazng rolg, bowiem umozliwiaja zwigzte
sformutowanie bardzo ztozonych zagadnien obserwacyjnych. Najpierw pokazemy w jaki
sposéb w formie macierzowej zapisywane sa réwnania warunkowe dla obu poznanych tech-
nik wyréwnawczych.

9.3.1 Technika posrednia

W przykitadzie 2, w przypadku techniki posredniego wyréwnywania obserwacji, umacierzo-
wienie rownaf warunkowych (9.2) moze mie¢ nastgpujacy przebieg: najpierw przepiszemy
je w postaci:

%1 — A= —ll
120} — A= —lg
vy — A= —l3 (93)
|20 —A: —l4

gdzie w przyktadzie 2, symbol oznaczajacykat (parametr) o zastapiliSmy symbolem A
tradycyjnie oznaczajacym jaki§ dowolny parametr.
W drugim kroku utworzymy macierze:

1Z1 ll —1
_ | 2 | b | -1
v=| .l =1L | B=]| (9.4)

V4 4 -1
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Réwnania warunkowe (9.3) mozemy teraz napisa¢ w formie macierzowej:

1 —1 i
Zz + j A = — Z 9.5)
V4 -1 l4
a w skrécie
v+BA=f
gdzie f = —1.

W przypadku ogélnym, dla techniki posredniej réwnania warunkowe moga posiadac
form¢ nieco bardziej uniwersalna. Mianowicie, réwnaf moze by¢ n, kazde moze zawieraé
u = ng parametréw ujetych w postaci wektore parametréw A o rozmiarach (ux 1), macierz
B ma rozmiary (n x u), a wektory f i v sa macierzami (n x 1). Taki ogélny zestaw réwnai
warunkowych, w formie tradycyjnego uktadu réwnan ma postaé

v1 + B11A1 + BpoAg+ ... BiyAy=di — 11 = f1
vy + Ba1 Ay + BoaAg + ... By Ay = da — Iy = fo

Up + BpiA1 4+ BpaAog + ... By Ay =dp, — 1y, = [,
gdzie:
- v; — szukane residua obserwacji,
- B;; — wspotczynniki liczbowe modelu funkcjonalnego badanego zagadnienia,
- A; — szukane parametry badanego zagadnienia,
- d; — state liczbowe, wynikajace z modelu danego zagadnienia, (np. liczba 7),
- 1; — wielko$ci pomiarowe,
- fi — znane liczbowe wartosci tkwiace w prawych stronach réwnan warunkowych.

W postaci macierzowej mielibySmy

12 Bi1 Bia ... B, Ay dq L f1
v2 | | Bn B2 ... Ban || Ap | | da | |2 | _| S
Un Byni Bp2 ... Bpp An dn ln fn

lub w formie skompresowane;j:

v+BA=d-1=f (9.6)

Jest to ogdblna postaé réwnan warunkowych (réwnan obserwacyjnych) dla techniki pos-
redniego wyréwnywania obserwacji. I
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9.3.2 Technika bezposSrednia

Réwnania macierzowe dla techniki bezpsredniego wyréwnywania obserwacji wprowadzi-
my podobnie, tym razem skorzystamy z réwnania warunkowego z przyktadu 1,

(lh+v1) + (I2 + 1v2) + (I3 + v3) = 180°

gdzie symbole oznaczajace katy zastapiono symbolami tradycyjnie oznaczajacymi jakie$
wielkosci obsrwowane. Réwnanie to przepiszemy w postaci:

V1 +uv9+1rv3=180°—11 — Iy — I3 9.7)

1 umacierzowimy za pomoca:

1Z1 ll
v=|w | I=|L| A=[1 1 1] d=]180 ]
V3 l3

Nietrudno sprawdzié, ze w formie macierzowej réwnanie warunkowe (9.7) wyglada nastepu-
jaco:

m ll
(11 1] |w|=[18O]-[1 1 1] |1k
V3 l3

Ogodlnie, w technice bezposredniej mozemy mie¢ do czynienia z r rGwnaniami warunk-
owymi, kazde zawierajace od 1 do n obserwacji, dlatego macierz A ma rozmiar (r x n),
macierz v jest macierza (n x 1), a wymiary macierzy d i f eynosza (r x 1). W takim
ogoblnym przypadku mielibySmy:

Ay + Ao + . Ay = di — Aty — Avglo — oo — Al = f1
Ao + Agovg + .. Aoy, = do — Agily — Agala — ... — Agnly, = fo
Apvy + Apovs + . Ay = dp — Apily — Apsls — ... — Apply, = f;

gdzie:
- v; — szukane residua wielkosci pomiarowych,
- Aj; — wspétczynniki liczbowe wynikajace z modelu badanego problemu,
- l; — rezultaty pomiaréw,
- dj — stale liczbowe wynikajace z danego modelu,
- fj — wartosci liczbowe w prawych stronach réwnan warunkowych.

W notacji macierzowej uktad réwnan warunkowych ma postac:

A A o A, 20 dy A A ..o A I 1
Ay Agy oo Ao | | w2 | _ | do || Axn Az .. Agn | | 2 | _ | S
A A oo Ay Un dy A A oo Am In Ir

a w formie skompresowane;j:

Av=d—Al="f ©.8) I
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9.4 Macierzowy warunek najmniejszych kwadratow

Zanim pokazemy macierzowa posta¢ warunku najmniejszych kwadratéw uczynimy drobna
dygresje na temat macierzy wag wielkosci pomiarowych. I

9.4.1 Koncepcja wag pomiarow.

Niepewnosci pomiarowe maja rézne wlasnosci, jedna z nich jest tendencja przyjmowania
wartos$ci bliskich np. wartosci Sredniej. Miara tej tendencji jest odchylenie standardowe o,
jego wartos$¢ jest wigc miarg precyzji metody pomiarowej. Jesli o jest mate, pomiary sa
silnie skupione wokot §redniej, powiadamy, ze precyzja pomiaréw jest wysoka (nie myli¢
z doktadnoscia), 1 odwrotnie.

Istnieja inne miary precyzji, jedna z nich jest tzw. waga pomiaru. Potocznie mozna
by powiedzieé, ze z jej pomoca okresla si¢ dobro¢ danego pomiaru, stopiefi jego waznosci,
jego wage w stosunku do innych. W zagadnieniach opracowywania danych pomiarowych,
wage obserwacji definiuje si¢ w ré6zny sposéb, dla naszych celéw okreslimy ja jako wielko§é
odwrotnie proporcjonalng do wariancji pomiaru

w = % 9.9
o
gdzie w to waga pomiaru, k jest stala proporcjonalnosci.

Posréd elementéow préby pomiarowej wybiera si¢ jeden z nich jako pomiar odniesie-
nia. Jego wariancja 02 = 08 przyjmowana jest jako wariancja odniesienia, a jego wage
przyréwnuje do jednosci

k
w=—=1 = k=o}
)

Woéwecezas wagi pozostatych pomiaréw mozna okreslaé jako

2
_ 9

w (9.10)

=
Obserwacje, ktérej waga wynosi jeden, nazywaé bedziemy obserwacja o wadze jednos-
tkowej, jej wariancje, wariancja wagi jednostkowe;.

Obok wariancji wystgpuje w statystyce matematycznej pojecie kowariancji. Pojawia
sig¢ ono gdy wyznaczona wielko$¢ jest zmienng losowa dwu lub wigcej wymiarowa, np. po-
miar potozenia cial niebieskich wymaga wyznaczenia dwéch wspétrzednych. Kowariancja
wyraza zalezno$¢ (korelacje) badz niezalezno$é migdzy zmiennymi losowymi. Przyjmijmy
na moment, ze obserwacje sa niezalezne, nieskorelowane, co oznacza, ze ich kowariancja
jest rowna zeru.

Dla m elementowej proby niezaleznych pomiaréw (z1, ¥, ..., T,,) 0 wariancjach (o,
03,...,02), praktycznym pociagnigciem jest pojecie macierzy wariancji

o2 0 0 0
0 o2 0 0

=10 0 . o ©-10)
0 0 0 o2
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Analogicznie mozna okresli¢ macierz wag danej préby pomiarowe;j

wp 0 0 O
0 we 0 O
0o 0 ... O
0 0 0 wy

W = 9.12)

Obierajac w prébie pomiarowej wariancj¢ odniesienia i stosujac réwnanie (9.10) mozemy
(9.12) napisaé w postaci

1
s 0 0
W =02 0 3 0 (9.13)
= 0 2 .
Lo 0 ... 0
0 0 0 -
co pociaga
W =oix"! (9.14)

Mimo poczynionych zatozen o braku korelacji, réwnanie (9.14) jest prawdziwe takze dla
obserwacji skorelowanych. I

9.4.2 Obserwacje zr6wnowazone

Niech [;, « = 1,2,...n, oznaczaja zbidr rezultatow obserwacji o niejednakowej precyzji o
odchyleniach standardowych o;.

Dokonajmy nastgpujacego zabiegu: pomn6zmy warto$¢ kazdego pomiaru /; przez pewna
liczbowa stala. Otrzymujemy w ten sposéb nowy ciag obserwacji l; = [;a;. Z prawa propa-
gacji wariancji wynika, ze pomiary [} maja odchylemia standardowe o} = o;a,. Zatem ich
wagi wynosza

w*_ k . k‘ _’LUi
T %2 T 2.2 7 2
0; 0;a; a;

Skoro tak, to zbiér obserwacji l;/w;, jest zbiorem obserwacji jednakowo doktadnych (zréw-
nowazonych), bowiem wszystkie obserwacje maja teraz jednakowe wagi, réwne jednosci.
»

9.4.3 Macierzowa posta¢ warunku najmniejszych kwadratow

Niech dany bedzie ciag rezultatéw obserwacji l;,7 = 1,2, ...n o niejednakowej precyzji,
okreSlonej z pomoca wag w;. JeSli zamierzamy dokona¢ wyréwnania tych obserwacji
sposobami juz poznanymi, w pewnym momencie musimy postuzy¢ si¢ warunkiem najm-
niejszych kwadratéw, ktéry dla obserwacji nieskorelowanych, jednakowo doktadnych ma
postac:

=) v (9.15)
=1

Wiemy, ze podstawienie l; = l\/w; pozwala na zréwnowazenie obserwacji niejednakowo
doktadnych. Analogiczne podstawienie dla residuéw 7; = v;,/w; obserwacji nieskore-
lowanych i niejednakowo doktadnych, pozwoli na wykorzystanie warunku najmniejszych
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kwadratéw w postaci (9.15), mianowicie:

n n
o= 5= wi] (9.16)
=1 =1

Za pomoca macierzy residuéw v oraz macierzy wag W, warunek ten mozemy napisac jako

d=vIWv 9.17) "

9.5 Roéwnania normalne: notacja macierzowa

Dla obu omawianych technik pokazemy w jaki spos6b w notacji macierzowej uzyskuje si¢
MNK rozwiazanie postawionego zagadnienia. Zobaczymy, ze dla danej techniki algorytm
rozwiazujacy jest zawsze taki sam, a wigc mozna zaprogramowac go w formie podprogramu
obliczeniowego. W kazdej bibliotece procedur numerycznych odnajdziemy gotowe takie
podprogamy.

9.5.1 Technika poSrednia

Rozpoczniemy od wyprowadzenia réwnan normalych dla techniki poSredniej, w tym celu
skorzystamy z réwnan warunkowych (9.6):

v+BA=d-1=f
v=f-BA

i podstawimy wektor residuéw v do warunku najmniejszych kwadratéw (9.17):
d = (f-BA)TW(f —-BA)
Wykonujac transpozycje w pierwszym nawiasie oraz odpowiednie wymnozenia, mamy
o = f'Wf - ATB"Wf - fTWBA + ATB"WBA (9.18)

Forma kwadrawa ® jest skalarem, sktadniki powyzszej sumy réwniez sa skalarami a to
oznacza, ze drugi wyraz rowny jest swej transpozycji:

ATBTWTf = (ATBTWH)T = fTWBA
Po podstawieniu tego rezultatu po prawej stronie (9.18) otrzymamy
o = f"Wf — 2f" WBA + ATB"WBA (9.19)

W wyrazeniu tym elementy wszystkich macierzy i wektorow poza wektorem A zawier-
aja jedynie state liczbowe. Stad warunek na minimum ® sprowadza si¢ do przyréwnania
do zera pochodnej formy ® po wektorze A. Korzystajac z dodatku matematycznego ??
przekonamy sig, ze

0P

— = 2fTWB 4+ 2AT(B"WB) =
A WB +2A7(BTWB) =0

A po transpozycjach i uproszczeniach warunek na minimum formy & przybiera postaé:

(BTWB)A = BTWf)



144

Metoda najmniejszych kwadratow

Wprowadzajac podstawienia N = BY WB oraz t = B W uzyskamy:

NA =t

(9.20)

Réwnania (9.20) nazywane sa réwnaniami normalnymi, ich rozwigzanie otrzymane
metoda odwracania macierzy IN daje natychmiast wartosci poszukiwanych parametréw A:

A =N"1¢

Przyklad 4.

[1=32.51 w; =1
l2=32.48 wo = 2
13=32.52 w3 =1
l4=32.53 w4:0.5

9.21)

Rozwazmy drobna modyfikacje przyktadu 2-giego,
w ktérym wykonano n = 4 pomiary odlegltosci katowej,
jednak tym razem nie byty to pomiary jednakowo doktadne.
Rezultaty pomiaréw oraz ich wagi podane sa w tabelce
obok. Metoda najmniejszych kwadratow znalezé wyr6w-
nane wartosci l;: a) przy zatozeniu przypadku obserwacji
o jednakowej precyzji, b) przy zatozeniu o niejednakowe;]

precyzji pomiarow.

Z modelu zagadnienia wynika, ze n = 4, ng = 1, r = n — ng = 3. Rozwiazujac
problem technikg posrednig musimy napisaé n réwnan obserwacyjnych zawierajacych u =

n —r = 1 parametréw. Zgodnie z réwnaniami (9.3) oraz (9.5) maja one postac

” -1 —32.51
o -1 | —3148
vs o Al = —32.52
vy -1 —32.53

v+BA=f

Przypadek a) — obserwacji nieskorelowanych o jednakowej precyzji.

Mamy tu macierz wag W = I identyczna z macierza jednostkowa, zatem macierze N

oraz t w réwnaniach normalnych (9.20) policzymy jako:

~1
N=B'B=[-1,-1,-1,-1] j = [4]

-1

—32.51
—32.48
—32.52
—32.53

W wyniku rozwiazania réwnan normalnych (9.20), A wynosi:

A =N"1t=(471)-(130.04) = 32.51°

t=Bf=[-1,-1,-1,-1] = [130.04]

Przypadek b) — obserwacji nieskolerowanych o niejednakowej precyzji.

Tym razem macierz wag W ma postaé diagonalng

100 O
020 O
W= 0 02 O
0 0 0 05
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Z taka macierzg wag obiczamy macierze N 1 t:
N=B'"WB=...=[45]
t = BTWf = ... = [146.255]

A po rozwigzamiu macierzowego réwnania normalnego:
A =Nt =(4.57"1) - (146.255) = 32.50°

W poréwnaniu z wynikiem uzyskanym w przypadku a), jest to nieco inny rezultat. Rezultat
A = 32.50 jest blizszy pomiarowi o najwyzszej wadze, bowiem jego wptyw na wartos¢ A
jest najwigkszy z wszystkich pomiaréw.

Na zakonczenie zauwazmy, ze estymator & = A otrzymany MNK dla n nieskorelowanych
pomiaréw o réznych wagach, mozna bylo obliczy¢ za pomoca tzw. Sredniej wazone;j:

Z?:l wlll _
D iy Wi

Oznacza to, ze metoda Sredniej wazonej jest szczegétowym rezultatem metody najmniejszych
kwadratéw. I

o=

9.5.2 Technika bezposrednia

W celu wyprowadzenia réwnafi normalnych dla tej techniki, najpierw postuzymy sig¢ przykta-
dem szczegdlnym. Dopiero pézniej pokazemy jak uzyskaé wyprowadzenie w przypadku
og6lnym.

Niech beda dane réwnania warunkowe wydedukowane z modelu pewnego zagadnienia
pomiarowego:

vit+re—v3=—(l1+1l—13)=fi
vytvi—vs=—(la+1ly—15) = fo 9.22)
v3+uvs+vg=—(l3+15+1s) = f3

a w postaci macierzowej:
Av=f (9.23)

W MNK residua v winny spetniaé to réwnanie ale takze da¢ najmniejsza warto$¢ wyraze-
nia:

¢ = w11/12 + wgug + w31/§ + w41/Z + w5u§ + wgvg (9.24)

Do tego réwnania nie mamy mozliwoS$ci podstawienia z osobna poszczegdlnych v; jak to
miato miejsce w przypadku techniki posredniej. By wples¢ réwnania (9.22) do warunku
najmniejszych kwadratéw (9.24) zastosujemy inne podejscie, zwane metoda czynnikéw
Lagrange.

W tym celu przepisujemy réwnania warunkowe (9.22) w postaci jednorodnej i do-
datkowo, kazde réwnanie odpowiednio, mnozymy przez tzw. czynnik Lagrangea —2k;, j =
1,2,3:

—2k1(r1 +1r2—v3— fi1) =
—2ko(va + vy — 5 — fo) =

0
0 (9.25)
—2k3(vs +vs + v — f3) =0
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Dodajmy iloczyny z lewych stron tych réwnan do warunku (9.24):

O = wid +wers + wsvd + wyvi + wsvE + wevi — 2k (V1 +va — 13 — f1)
—2ka(v2 +vs —vs — f2) — 2k3(v3 +vs +v6 — f3) (9.26)

Ze wzgledu na obecno$¢ zer w prawych stronach uktadu (9.25), warunek minimum nowej
formy @’ jest réwnowazny warunkowi na minimum formy ®. Minimum osiagane przez
@’ dla residuéw spetniajacych réwnania warunkowe ma miejsce w tym samym punkcie
przestrzeni residuéw co dla funkcji ®.

Dzigki takiemu trikowi, zamiast formy ® mozemy minimalizowaé forme &’ r6znicz-
kujac ja po wszystkich niewiadomych. W ten spos6b uzyskamy 6 + 3 réwnan z 6 + 3
niewiadomymi:

gg = 2’LU1V1 — le =0

(8’)(5 = 2waly — 2(1{21 -+ ]{22) =0
% = 2w3V3 — 2(—]€1 + kg) =0
g% = 2’[1)4V4 — 2]<72 =0

g% i zw% — ;;i_kj (J)r ks) =0 (9.27)
%::2EV11V2:V3:§1;:0

% : _2(21 Vg — V3 - 2 :

Oy = 3+vs+1v5— f3) =0

Jak wida¢, warunki na pochodne po k; sg identyczne z tymi tkwiagcymi w réwnaniach
warunkowych. W metodzie czynnikéw Lagrange mamy wigc do czynienia z rozszerzeniem
uktadu réwnaf na minimum wyjsciowej formy ¢ o wszystkie réwnania warunkowe.

Po uproszczeniach, uktad (9.27) przechodzi w postac:

vy = wl_lkl
vy = wgl(kl + ko)
vy = w3 H(—k1 + k3)

~1
vy = wy 1]{:2
vs = wy (—ko — k3)
Vg = w6_1k3

vi+uvs—v3=fi
vi+uvs—uv3=fo
vs+uvs+uvg = f3

Npiszmy pierwsze 6 réwnan w postaci macierzowej

"] [wit o 0 0 0 0 k1
v 0 w0 0 0 0 k1 + ko
vs | |0 0 w0 0 0 —k1 + ks
vl [0 0 0 w0 0 ko
Vs 0 0 0 0 w'o —ky — ks

v ] L0 0o o0 0 0 wg'] L k3 |

Ostatnig macierz po prawej warto przedstawi¢ w formie iloczynu dwéch macierzy, i woéw-
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czas
vyl w0 0 0 0 0 1777 1 0 0]
Vs 0 w0 0 0 0 1 1 0 L
v | |0 0 w0 0 0 -1 0 1 kl
vi | O 0 0 w0 0 0 1 0 k2
Vs O 0 0 0 w0 0 -1 —1 3
L] Lo o o o0 0 wg'] [ O 0 1]
(9.28)

Zinterpretujmy uzyskane wyniki:

e diagonalna macierz z elementami w;" ! to odwrotno$é macierzy wag W. W rachunku
wyréwnawczym nazywana jest macierza kofaktorowa Q = W~!. Macierz ta za-
wiera wzgledne wariancje pomiaréw, a w tych przypadkach, w ktérych wariancja
odniesienia g = 1 mamy Q = X.

e wektor najbardziej na prawo, to wektor czynnikéw Lagrange, oznaczamy go przez k,

e macierz na lewo od wektora czynnikéw Lagrange jest réwna AT, transponowane;j
macierzy wspdtczynnikéw réwnania warunkowego (9.23).

W nowych oznaczeniach réwnanie (9.28) przybiera postac:
v=W ATk = QATk (9.29)

Wychodzac z réwnahh warunkowych (9.22) dotyczacych konkretnego problemu uzyskaliSmy
ogolne macierzowe réwnanie (9.29) na residua wielkosci obserwowanych. Poza wektorem
residuéw, nie znamy tu jedynie elementéw wektora k. Ale ktadac (9.29) do (9.23) dosta-
niemy macierzowe réwnanie, w ktérym jedyna niewiadoma bgdzie wektor k:

A(QATK) = (AQAT)k =f (9.30)

Kwadratowa macierz wspétczynnkéw (AQAT) przyjeto oznaczaé jako Q., i w takich oz-
naczeniach zamiast (9.30) mamy:

(AQATk=Qk =f (9.31)

Dla techniki bezposredniej macierzowe réwnanie (9.31) nazywane jest rOwnaniem nor-
malnym, jego rozwigzaniem jest wektor czynnikoéw Lagrange k:

k=Q.'f = W.f (9.32)
gdzie podstawiono:
W.=Q.' = (AQA")™! (9.33)

Réwnanie normalne (9.31) mimo iz wyprowadzone za pomaca rozwazan dotyczacych kon-
kret -nego przyktadu jest ogélnym réwnaniem normalnym techniki bezposredniego wyréw-
nywania obserwacji. Dla porzadku przedstawimy jego wyprowadzenie bez odwotywania
si¢ do jakiegokolwiek przyktadu.

Wyjsciowym punktem wyprowadzenia jest macierzowy warunek najmniejszych kwa-
dratéw:

d=v Wv
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ktéry zmodyfikujemy przez wlaczenie don réwnan warunkowych (9.23) w postaci jed-
norodnej z czynnikami Lagrange:

' = vIWv — 2k (Av — f) (9.34)
Pochodna formy @ po wektorze k ma posta¢ réwnani warunkowych (9.23):

Av—-£f=0
Pochodna po wektorze residuéw v wynosi:

‘9;/ =2vIW - 2kTA =0
Poniewaz macierz wag jest symetryczna W = W7 mamy
Wv = ATk
skad
v=W ATk = QAk (9.35)

A po podstawieniu do réwnania warunkowego (9.23) tatwo dostaniemy réwnania normalne
na wektor k, posta¢ identyczna z (9.31).

Przyklad 5. Zmierzono wszystkie katy tréjkata ptaskiego . Oszacuj
o1 =43°33'45", wi =1 wyréwnane wartosci katéw: a ) przy zatozeniu, ze pomiary
ap =78°57'55",  wy = 0.67byly nieskorelowane i jednakowo doktadne, b) przy zatoze-
a3 =59°27'50", w3 = 0.50niu, ze miaty rézne wagi, patrz tabela obok.

W przyktadzie tym n = 3, ng = 2, r = 1. Stad potrzebujemy jedynie jednego réwnania
warunkowego:

(Oél + 1/1) + (052 + Vg) + (013 + 1/3) = 180°
Po podstawieniu wartoSci pomiarowych:
V1 + o+ vy = 30//
a w postaci macierzowej:
41
(11 1]-| 1o | =[30]
V3
Av="~f
Przypadek a), obserwacji nieskorelowanych o jednakowej precyzji.
Mamy tu, ze W = Q = I, a zatem z réwnania (9.31):
1

Q. =AQAT=AAT=[1 1 1]-|1|=]3
1
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Obliczajac odwrotno$¢ macierzy Q. i podstawiajac do réwnania (9.32) znajdujemy macierz
czynnikéw Lagrange:

k=Q.'f = [37][30"] = [10"

Znajac elementy wektora k tatwo juz obliczy¢ macierz residuéw, mianowicie z réwnania
(9.29) mamy:

1 10"
v=QA'k=ATk=| 1 |-[10"]=| 10"
1 10"

A stad wyréwnane wartosci katéw wynosza:
a1 =o1+v = 41°33'55"
Qg =g+ 19 = 78°58'05"
a3 =ag+ vy = 59°28'00”
Przypadek b), obserwacji nieskorelowanych o niejednakowej precyzji.

Tutaj macierz wag oraz macierz kofaktor6w nie sa macierzami jednostkowymi i wyno-
sz3

1 0 O 1 0 0 1 00
W=1[0067 0|, W=]|0067 0|, Q=W'=]0 1,50
0 0 0.5 0 0 0.5 0 0 3

Za pomoca (9.31) obliczymy Q.

1 00 1
Q. =AQAT=[1 1 1]-|0 15 0 1 | =[4.5]
0 0 2 1

Z réwnania (9.32)
k=Q.'f =[457"[30"] = [6,7"]

Ktadac k do réwnania (9.35) znajdujemy wartosci residuéw:

1 00 1 7"
v=QATk=1|0 15 0| -|1]|-[67]=| 10"
0 0 2 1 13"

Wyréwnane wartoSci katéw tym razem wynosza:
a1 =01+ = 41°33'52"
Qg =g+ 19 = 78°58'05"
a3 =ag+ vy = 59°28'03"
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9.6 Wyrownywanie z warunkami: przypadek ogélny

Metoda najmniejszych kwadratow (MNK), jest jedna z metod pozwalajacych na jednoz-

naczne wyznaczenie zbioru estymatoréw danego zagadnienia pomiarowego. Mozemy sto-

sowaé ja wszedzie tam gdzie dysponujemy pewnym nadmiarem obserwacji r = n — ng.

Oprécz nadmiaru danych, musimy mie¢ do dyspozycji wagi poszczegdlnych pomiaréw,

natomiast nie istnieja (w przypadku metody najmniejszych kwadratéw) zadne wymagania

co do rozktadu prawdopodobienistwa wielkoSci pomiarowych. Algorytmy metody najm-

niejszych kwadratéw, znalazty zastosowanie w bardzo wielu dziedzinach. Z rozwojem

rachunku macierzowego oraz maszyn cyfrowych znaczenie tych algorytméw okrutnie wzros-
to.

Dysponujac modelem matematycznym danego problemu znajdujemy si¢ w punkcie, od
ktérego rozpoczyna si¢ ustalenie konkretnej metodyki rachunku wyréwnawczego. Prze-
chodzimy do rozwazan nad aspektami praktycznymi i rachunkowymi, przechodzimy do
wyboru odpowiedniej techniki najmniejszych kwadratéw. Obliczenia metoda najmniejszych
kwadratéw dostarczaja nowych wartodci estymatoréw wszystkich zmiennych modelu a
takze ich macierze kowariancji. Ale to nie koniec, w nastepnym kroku nalezy metodami
statystycznymi oceni¢ jako$¢ uzyskanych rezultatéw. Oceny te w zaleznoSci od stopnia
wadliwosci uzyskanych wynikéw moga doprowadzi¢ do przemodelowania wyréwnywanego
zagadnienia a nawet do jego catkowitej zmiany. Dla danego modelu, dla danego zbioru
danych obserwacyjnych MNK daje rezultat jednoznaczny. Mozna jednak wykorzystaé tu
rézne techniki najmniejszych kwadratéw, ale niezaleznie od zastosowanej techniki uzyskane
rezultaty sa zawsze takie same.

Poza danymi obserwacyjnymi model moze zawiera¢ inne dodatkowe zmienne lub state
numeryczne. Rodzina tego typu zmiennych, ktére maja takze charakter statystyczny o-
kreslona jest mianem “’parametréw”’, w celu odréznienia ich od “obserwacji”, dla ktérych
dysponujemy a priori warto§ciami probnymi. Wartosci parametrow nie sa znane, a ich es-
tymatory wyznaczane sa w procesie wyrdwnawczym. Reprezentuja one niewiadome typu
funkcjonalnego, chociaz po wyréwnaniu traktowane sa jako zmienne losowe podlegajace
testom statystycznym podobnie do zmiennych reprezentujacych obserwacje. Liczbe pa-
rametr6w oznaczamy litera u, natomiast wektor A o rozmiarach (u x 1) reprezentuje je
wszystkie razem.

Dana technika (algorytm) najmniejszych kwadratéw dziata w ramach pewnego zbioru
matematycznych funkcji, réwnan. Opisuja one funkcjonalny model wyréwnywanego prob-
lemu. Rozrézniamy dwa typy réwnan: réwnania warunkowe i réwnania wigzéw. Dowolne
réwnanie zawierajace jedna lub wigcej obserwacji nazywamy réwnaniem warunkowym.
Kazde zagadnienie wyréwnawcze wymaga pewnej liczby rownan warunkowych. Catkow-
itg ich liczbg oznaczamy przez c.

Z drugiej strony, rOwnania nie zawierajace zadnej obserwacji, nazywane sa réwnaniami
wigzow lub krétko wigzami. Z definicji réwnania te bgda funkcjami jedynie parametréw
1 statych.

Istnieja dwie zasadnicze grupy technik wyréwnawczych, ktére mozna okresli¢ jako:

e technike najmniejszych kwadratéw z warunkami,
e technike najmniejszych kwadratéw z warunkami i wigzami.

Taki podziat technik wyréwnawczych wynika z wprowadzenia rozdziatu zmiennych na
parametry i obserwacje. Mozliwym jest jednak takie ujecie, w ktérym wszystkie zmienne
modelu traktowane sa jako obserwacje, prowadzi to do tacznej techniki zwane; :
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Tablica 9.1: Lista symboli oraz ich objasnienia wykorzystywane w technikach najmniej-
szych kwadratéw

Symbol Objasnienie

1 wektor wartoSci pomiarowych badanych zmiennych losowych I,
1 wektor estymatoréw obserwacji (niewiadome),

v wektor residuéw (niewiadome),

A wektor parametréw (niewiadome),

ng minimalna liczba r6znych zmiennych okre§lajacych dany model,
n liczba obserwacji (estymatoréw),

r nadmiar, statystyczna liczba stopni swobody,

U liczba niewiadomych parametréw w A

c liczba réwnan warunkowych,

s liczba wiezéw w A),

Q macierz kofaktorowa wielkoSci obserwowanych 1 (inaczej Qp;),
W macierz wagowa obserwacji 1 (inaczej Wy ).

o zunifikowanq technika najmniejszych kwadratéw.

Przypomnijmy raz jeszcze o koniecznosci rozdzielenia pojeé: modelu wyréwnywanego
1 techniki wyréwnywania. Wszystkie techniki daja taki sam rezultat. Natomiast jaka on
bedzie miat warto$é, zalezy silnie od wyboru modelu danego zagadnienia pomiarowego.

W tabeli 9.1 dla wygody podano liste symboli wykorzystywanych w réznych techni-
kach najmniejszych kwadratéw. I

9.6.1 Techniki wyré6wnywania z warunkami

W tej grupie technik najmniejszych kwadratéw parametry (o ile istnieja) sa funkcjonal-
nie niezalezne. Kiedy przystgepujemy do danego zagadnienia wyréwnawczego musimy na-
jpierw zdefiniowad jego model, a w szczegdlnosci jego czg$¢ funkcjonalng. Umozliwi to
ustalenie wartoSci ng, minimalnej liczby pomiaréw okreslajacych model jednoznacznie.
Dalej, dla danego zbioru n obserwacji trzeba sprawdzié czy w ramach ustalonego modelu
rzeczywiscie mamy nadmiar obserwacji 7 = n — ng > (. Nadmiar mozna interpreto-
wac jako informacje, ze posréd n obserwacji istnieje r funkcji, warunkéw, ktérym trzeba
zadoséuczyni¢. Dla r = 0, gdy n = ng, wszystkie obserwacje spetniaja model doktadnie.
Gdy np. » = 1, nalezy napisac jedna funkcje wiazaca ze soba wszystkie n obserwacji. Ale
co bedzie gdy w modelu, obok obserwacji, wystapia dodatkowo niewiadome parametry?
Woéweczas, jezeli przedtem musieliSmy napisaé r roOwnan warunkowych nie zawierajacych
parametréw, to teraz gdy dodano do modelu jeden nieznany parametr, trzeba bgdzie napisaé
r 4+ 1 réwnan, potrzebne jest jedno réwnanie dla dodatkowej niewiadomej. Ale nie zmienia
to liczby stopni swobody. Zatem jezeli mamy u niewiadomych niezaleznych parametréw,
liczba koniecznych do spetnienia warunkéw ¢ wynosi

c=r-+u (9.36)

Taka sytuacje mamy w ogélnym przypadku omawianej techniki wyréwnywania z warunk-
ami. Przypadki szczegdlne wyrdzniane sa w zaleznosci od liczby wystepujacych w nich
parametrow u. Najnizsza wartoScia jest v = 0, najwyzsza u = ng, gdyz w tym wypadku
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¢ = n. Przypadek u > ng jest niemozliwy, chyba, ze parametry sa w jaki$ sposéb od
siebie zalezne. Mamy wigc dwie nieréwnosci, ktére dla dowolnej techniki wyréwnywania
z warunkami muszg by¢ jednoczesnie spetnione

r<c<n (9.37)
0<u<n
Dysponujac okreslong dla danego problemu liczba parametréw w musimy zestawi¢ ¢ =

r + u niezaleznych réwnan warunkowych. Powinny to by¢ réwnania liniowe lub ich formy
zlinearyzowane o postaci ogélnej

A(l+v)+BA=d (9.38)

gdie A, B sa macierzami wspétczynikéw danego problemu, d jest kolumnowym wektorem
stalych danego problemu wyréwnawczego. Réwnanie (9.38) mozna nieco przeksztalcié¢ co
da mu postac przyjeta przez nas jako standardowa, mianowicie

Av+BA=f (9-39)
gdzie

f=d-Al (9.40)
Przy czym, w §wietle nieréwnosci (9.37) rozmiary poszczeg6lnych macierzy wynosza

A - c¢xn rank(A)=c
v - nxl1
1 - nxl1
B - c¢xu rank(B)=c
A - uxl
d - ¢x1
f - ex1

9.6.2 Roéwnania normalne techniki wyréwnywania z warunkami

Réwnanie (9.39) jest podstawowa forma réwnai warunkowych dla tacznego wyréwnywa-
nia obserwacji i parametréw. Reprezentuje ono c réwnar liniowych z n + u niewiadomymi
(wektory v i A). Poniewaz liczba réwnaf c jest mniejsza od n + w istnieje wiele rozwigzan
réwnania (9.39). Jednoznaczne rozwiazanie otrzymamy dotaczajac do warunku (9.39) do-
datkowy warunek — kryterium najmniejszych kwadratéw

& = vIWv — minimum

W celu wymuszenia tego kryterium i jednoczes$nie otrzymania rozwiazania rownania (9.39)
stosuje si¢ metode ograniczonego minimum z mnoznikami Lagrange’a. Jezeli k (cx1) be-
dzie wektorem niewiadomych mnoznikéw Lagrange’a, to w celu uzyskania splotu warunku
najmnniejszych kwadratéw z réwnaniem warunkowym, musimy szuka¢ minimum funkcji
(I)/

d' = vIWv — 2k(Av + BA —f) (9.41)
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Zauwazmy, ze jezeli rdwnanie (9.39) jest spelnione, wyrazenie w nawiasie znika.

Minimalizacja ®' oznacza odnajdywanie miejsc zerowych pochodnych po niewiadomych
voraz A

/
9% _ ourw - 2k"A = 07
ov
0P’
= —2k'B=0"
oA

a po drobnych operacjach, bedzie

—~Wv+ ATk =0"
Bk = 0" (9.42)

Do dyspozycji mamy zatem réwnania (9.39) i (9.42), w ktérych tacznie wystepuje (n +u +
¢) niewiadomych. Ale w (9.39) mamy ¢ réwnaii, w macierzowym uktadzie (9.42) mamy
n + u réwnaf, co wystarcza do jednoznaczego rozwiazania problemu.

Mcierzowe réwnania (9.39) i (9.42)ab mozna potaczy¢ forme taczng

-W AT o v 0
A 0 B k |=|f (9.43)
0 BT o A 0

gdzie W jest (n x n), k jest (¢ x 1).

Uktad (9.43) okreslany bywa mianem catkowitego uktadu réwnan normalnych. Jego
macierz wspétczynnikéw jest macierza symetryczng rzedu (n + ¢ + u), jest ona zawsze
nieosobliwa (jej rozmiar réwny jest jej rzgdowi) o ile tylko model badanego zagadnienia
zostat okre§lony poprawnie.

A zatem og6lny problem wyréwnywania z warunkami rozwigzany zostanie przez od-
wrécenie catkowitego uktadu réwnan, tzn.

-1

v -wW AT o 0
k | = A 0 B f (9.44)
A 0 BT o 0

W przypadku nieduzych zagadnieri, w ktérych liczba réwnai normalnych nie jest zbyt
wielka, réwnanie (9.44) moze rzeczywiscie stanowié droge do bezposredniego rozwiazania.
Jednak w wielu problemach praktycznych mamy do czynienia z bardzo duzymi uktadami,
a wowczas bezposrednie rozwigzanie (9.44) nie jest dogodne czy tez oplacalne.

Najczesciej interesuja nas wektory v lub A, rzadko natomiast poszukujemy wektora k.
Dlatego pozadane sa jakieS alternatywne schematy rozwiazan, a gdy zauwazmy, ze uktad
(9.43) ma sporo podmacierzy zerowych, oznacza to, ze jego rozwigzanie z podziatem na
podmacierze bedzie wyjatkowo proste.

Z pierwszego z réwnan (9.42) mamy

v=W ATk = QATk (9.45)
Po podstawieniu tej réwnosci do réwnania warunkowego (9.39) otrzymamy

AQATk+BA =f (9.46)
Potézmy

1, = Al (9.47)
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1. bedziemy nazywali r6wnowaznym zbiorem obserwacji. Stosujac do (9.47) prawo propa-
gacji, otrzymamy macierz kofaktorowa Q. wektora I,

Q. = AQAT (9.48)
ktéra wprowadzimy do réwnania (9.46),

Qk+BA=f (9.49)
a jego rozwiazannie ze wzgledu na k ma postaé

k=Q.'(—BA +f) = W, (-BA +f) (9.50)
gdzie wprowadzilismy macierz W, = Q_ ! = (AQAT)~L,

Podstawiajac (9.50) do drugiego z réwnan (9.42), po drobnej redukcji bedzie

(BTW.B)A = (BTW,f) (9.51)
lub korzystajac z definicji macierzy W,

(BT(AQAT)'B)A = BT (AQAT)!f (9.52)

Réwnania macierzowe (9.51), (9.52) reprezentuja uktad u rownan z u niewiadomymi parame-
trami (elementami wektora A). Uktady (9.51), (9.52) nazywane sa czgsciowo zredukowa-
nymi réwnaniami normalnymi.

Po podstawieniach

N =B'W.B=B"(AQAT)"'B
t=B'W.f =BT(AQAT)"If (9.53)

kompaktowa forma réwnan (9.51), (9.52) ma postac

NA =t (9.54)
a jego rozwigzaniem bedzie

A=N"1t (9.55)

W powyzszym wyprowadzeniu pojawito si¢ kilka odwrotnosci macierzy co wymaga pewnego
komentarza:

e macierz W~! w réwnaniu (9.45) jest zawsze mozliwa do policzenia, bowiem macierz
wagowa W jest nieosobliwa jezeli obserwacje sa niezalezne funkcjonalnie,

e macierz Q_ ! wystgpujaca w réwnaniu (9.50) jest zawsze dostepna poniewaz
rank(Qe) = rank(A) = ¢,

e wreszcie macierz N jest takze mozliwa do policzenia poniewaz N ma rzad i rozmiar
identyczny z wartoscia u.
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Gdy wyznaczymy wartoSci parametréw A mozemy z réwnania (9.50) policzy¢ elementy
wektora k i w dalszej kolejnosci za pomoca réwnania (9.45) obliczy¢ elementy wektora
residuéw v.

Z kolei, wektor residuéw mozemy wykorzysta¢ do obliczenia nieobciazonego estyma-
tora wariancji odniesienia
vI'wWyv

r
gdzie r oznacza liczbg stopni swobody, r = ¢ — .

W nastepnym kroku residua umozliwiaja obliczenie estymatoréw 1 wielkosci obser-
wowanych

1=1+v (9.57)

(9.56)

68 =

9.6.2.1 Dygresja: oszacowanie wariancji odniesienia

W celu oszacowania estymatora a posteriori wariancji odniesienia 53 musimy zna¢ rezultat
iloczynu macierzy v Wv. Ponizej podany efektywny sposéb na znalezienie wartosci tej
formy kwadratowej. Z réwnania (9.45) mamy

v=QATk
a za pomoca réwnania (9.50)
v=QATW,(-BA +f)

A zatem po podstawieniu tego wyniku do formy v Wv, po wykonaniu odpowiednich
przeksztalcen

vIWv =..=fTW_.f - ATf (9.58)

Jezeli wyréwnujemy iteracyjnie problem nieliniowy, wowczas skoro i-ta poprawka do wek-
tora A jest bliska zeru, ostatni wyraz w (9.58) pomijamy. A wtedy

vIWv = fITW. f = fT(AQAT)~!f (9.59)

9.6.3 Oszacowanie precyzji rezultatéw wyrownania

Drugim istotmym etapem procesu wyréwnywania obserwacji jest obliczenie precyzji wiel-
kosci wyznaczonych podczas wyréwnania. Precyzje okresla si¢ tu w formie macierzy ko-
faktorowych lub, co oczywiscie jest rOwnowazne informacji zawartej w macierzy kowari-
ancji. Macierze te daja si¢ otrzymacé wprost z rozwiazania najmniejszych kwadratéw, do
ktérych nalezy zastosowac prawa propagacji omoéwione na jednym z poprzednich wyktadéw.

Rozwiazanie najmniejszych kwadratéw mozna sprowadzi¢ do wykonania wymienio-
nych nizej operacji macierzowych :

1 = 11
f = d- Al
A = N 'B'W.f=N"'B'W,d- Al
k = W.(-BA+f)=W,.(-BN'BT"W, +I)(d — Al (9.60)
v = QATk=QATW, . (-BN'BTW, +I)(d — Al)
1 = 1+v
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Woéwczas odpowiadajace im macierze autokofaktorowe maja postac

Qu = Q

Qs = (-A)Q(-AT)=Q.

Qarn = (-N'BTW,A)Q(-ATW BN 1) =N"!
Qur = ..=W.—-W.BN 'B'W,

Quw = ..=QA"W.AQ-QA"W.BQaaB"W.AQ
Qi = Qu+Qu+ Qut+ Qu=Q—Qu

a macierze kroskofaktorowe :

Q; = —-QA"

Qa = —-QA"W.BN!

Qr = —-QAT(W.—- W.BN 'B"W,)

Qn = .= —Qu

Qi = Qu+Qw=Q—-Qun=Qy;
Qfun = ..=BN!

Q. = ..=(I-BN'B'W,)

Qs = ..=(I-BN'B"W,)AQ

Q; = Qu+Qp=..=BN 'B"W.AQ
Qrr = ..=0

Qav = Qar(QAT)=0

Q. = Qa+Qav=-N"'B"W.AQ
Qww = Qu(QAT)Y =.. =Qu

Qi = Qu+tQu=Qu—Qu=20

Qle = Qu+tQu=-"Qu+Quw=20

(9.61)

(9.62)

Macierz kofaktorowa QA dana trzecim z réwnan (9.61) ma szczegdlne znaczenie w MNK.
Widzimy, ze recyzja niewiadomych parametrow jest natychmiast okreslona jesli uktad réw-
nan normalnych (9.54) rozwiazywano metoda odwracania macierzy. Uwaga! Jezeli wektor
x0 jest przyblizonym wektorem wartosci np. parametréw, to z punktu widzenia propa-
gacji bledow jest wielkoscia stala. Dlatego dla nieliniowych uktadéw réwnan, dla ktérych

% =x" + A mamy

Qs: = Qap = N1

(9.63)

W niektérych wypadkach procedury redukowania rozwiazania réwnan (9.43) warto urwaé

na kroku (9.46), wéwczas pozostate uktady mozna napisaé¢ w postaci

5 o)la) o)

z ktérej wynika

HEEIEH

Poszukiwany wektor A, dostaniemy biorac z (9.65) odpowiedni podwektor.

(9.64)

(9.65)
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Pozostanie jednak do rozwiazania problem obliczenia Qaa. W wyniku odwrécenia
macierzy blokowej z réwnania (9.65) uzyskamy

-1 _ 1T —1
[Qe B} :[We W.BN—'B'W, W.BN (9.66)

BT o0 N-'BW! ~N-!

Widzimy, ze Qi dane czwartym z réwnan (9.61) jest identyczne z pierwszym elementem
macierzy po prawej stronie (9.66). Jednak pozostate podmacierze Qpa, QA nie sa rowne
prawym stronom odpowiednich réwnan (9.61), bowiem mamy tam Qia = 0 oraz Qaa =
N—! anie —IN~!. Jesli zatem “wyciagamy” macierz kofaktorowa QA z réwnania (9.66)
musimy pamigta¢ o zmianie znaku.

9.6.4 Zaleznos¢ funkcjonalna i posteriori macierze kofaktorowe

Wspominalis§my juz, ze dane a priori parametry i obserwacje sa funkcjonalnie niezalezne.
Niezalezno$¢ funkcjonalna obserwacji oznacza, ze zadna z obserwacji nie moze zosta¢ wy-
dedukowana czy obliczona z pozostatych (n — 1) obserwacji. ZwréciliSmy tez uwage na
réznicg migdzy pojeciami zaleznoSci funkcjonalnej i zaleznoSci losowej. W przypadku
korelacji migdzy zmiennymi losowymi pokazano, ze mimo iz mamy n obserwacji nieza-
leznych funkcjonalnie, moga one (lub nie) by¢ ze soba skorelowane.

Réznica migdzy tymi koncepcjami wiaze si¢ z macierzami kofaktorowymi lub ma-
cierzami kowariancji danych wektoréw losowych. Gdy zmienne losowe sa funkcjonal-
nie niezalezne, wéwczas rzad macierzy kowariancji lub macierzy kofaktorowej réwny jest
rozmiarowi tych macierzy, co jednoczesnie informuje o nieosobliwosci tych macierzy. Gdy
zmienne te sa stochastycznie niezalezne lub nieskorelowane, wszystkie elementy pozadia-
gonalne macierzy kowariancji lub kofaktorowej musza rownac si¢ zeru. To wtasnie sta-
nowi podstawowa réznicg miedzy tymi dwiema koncepcjami niezalezno$ci. (Na margine-
sie, Scisla stochastyczna korelacja réwnowazna jest liniowej funkcjonalnej zaleznosci).

Elementy wektorow 1 oraz A sa a priori funkcjonalnie niezalezne, zatem Q oraz Qaa
sa nieosobliwe, pierwsza ma rzad réwny n, druga ma rzad u.

Inne wektory obliczone w procesie wyréwnania zawieraja residua v lub estymatory
obserwacji 1, odpowiadaja im macierze kofaktorowe Q,, i Q;;. Elementy wektoréw v oraz

1sa funkcjonalnie zalezne, a to pociaga, ze macierze Q. i Qj; sa osobliwe. Pokazemy
to dla macierzy Q;; . W rezultacie wyr6wnania elementy wektora 1 spelniaja réwnania
warunkowe. A wigc skoro jest tych rownan c, to przynajmniej ¢ elementéw wektora 1
mozna obliczy¢ za pomoca pozostatych (n — c¢) elementéw. Rzad macierzy Q;; jest zatem
mniejszy od jej rozmiaru, i faktycznie

rank(Qg;) = (n —1) =no
rank(Qu) =1

9.7 Interpretacja geometryczna metody NK

Metoda najmniejszych kwadratéw nie jest wyprowadzana w oparciu o rozwazania geom-
etryczne. W tym celu nalezatoby postuzy¢ si¢ wlasnoSciami minimalnej wariancji. Ale
geometryczna interpretacja MNK pozwala na lepsze z nig oswojenie si¢. Ciekawa interpre-
tacje podat Brown.
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Rozwazmy n-wymiarowy uktad wspétrzednych o ortogonalnych osiach v = (v, vs,
v3...,vn)T. Wéwczas forma kwadratowa ® = v v dodatnio okreslona, bedzie reprezen-
towata n-wymiarowa elipsoide o Srodku w poczatku uktadu wspétrzgdnych.

Jezeli macierz X jest diagonalna, to osie elipsoidy pokrywaja si¢ z osiami uktadu wspot-
rzgdnych. Jezeli nie, elipsoida bedzie obrécona wzgledem osi uktadu. Postugujac sig trans-
formacja obrotu, mozna elipsoid¢ doprowadzi¢ do jej orientacji standardowej. Transforma-
cja ta okreslona jest przez réwnanie v/ = Ry, gdzie R jest macierza (n x n), ktérej wier-
sze lub kolumny zawiarajgq znormalizowane wektory charakterystyczne (wektory wtasne)
macierzy 3..

Dzigki tej transformacji, problem dotyczacy obserwacji skorelowanych mozna zreduko-
wacé do problemu obserwacji nieskorelowanych. Wymiary hiper-elipsoidy, wskutek obrotu
oczywiscie nie ulegna zmianie. Dtugosci jej osi sa wprost proporcjonalne do pierwiastkéw
kwadratowych wartoSci wlasnych macierzy 3. Stala proporcjonalnosci, pozwalajaca na
obliczenie absolutnych wymiaréw hiper-elipsoidy jest v/®. Wynika stad, ze objetos¢ hiper-
elipsoidy jest wprost proporcjonalna do (v/®)". Dlatego minimalizacja funkcji ® jest
réwnowazna minimalizacji objetoSci elipsoidy, co tacznie z zadaniem spelnienia rownan
warunkowych, oznacza, ze uzyskane ta droga residua opisuja punkt lezacy na hiper-elipso-
idzie.

W celu uproszczenia wywodu mozemy zatozy¢, ze z liniowych réwnan warunkowych
usunigto wszystkie parametry. Mamy zatem r zwiazkéw wytacznie pomigdzy residuami.
Woéweczas kazde réwnanie warunkowe reprezentuje hiper-ptaszczyzng, a poszukiwane przez
nas residua musza naleze¢ do hiper-prostej — miejsca geometrycznego przecigcia sig¢ 7
hiper-ptaszczyzn.

Rozwazmy rodzing hiper-elipsoid okre§lonych przez rézne wartosci ®. Orientacja i roz-
miary wzglgdne wszystkich takich elipsoid bgda state, wszystkie beda miaty Srodek w po-
czatku uktadu wspétrzednych. Taka rodzinke mozna sobie wyobrazié jako podobng do nad-
muchiwanego, rozszerzajacego si¢ "hiper-balonika", poczawszy od jakiegos infinitezymal-
nego malefistwa o ksztalcie hiper-elipsoidy. Mozna zatem wyobrazié sobie rozszerzajaca
si¢ hiper-elipsoidg, az do momentu kiedy nastapi jej zetknigcie z hiper-prosta wyznaczong
poprzez przecigcie si¢ hiper-ptaszczyzn reprezentujacych réwnania warunkowe. I wila$nie
dla tego punktu zetknigcia, spetnione sg wszystkie rownania warunkowe oraz objetos¢ elip-
soidy (a zatem i warto$¢ ®) jest najmniejsza. Wsp6trzedne punktu stycznosci odpowiadaja
najbardziej prawdopodobnym residuom.

By zilustrowaé powyzszy wywdd, rozwazmy prosty przypadek dwdch obserwacji z re-
siduami vy, 5. Na rysunku 9.2 uktad wspétrzgdnych reprezentuje dwuwymiarowa przes-
trzen residuow. Warunek ktéry wiaze v, z o moze mie¢ ogblna posta¢ a — 0 + ajvy +
a — 2v — 2 = 0, narysunku 9.2 przedstawia go linia prosta. Natomiast forma kwadratowa
® = vI'Wv reprezentuje rodzine elips. Elipsa narysowana linia przerywana, styczna do
prostej warunkowej odpowiada minimalnej warto$ci ®. Punkt styczno$ci daje estymatory
najmniejszych kwadratow na v, vs.

Przyktad pokazany na rysunku 9.2 jest ogélnej natury i mozna zeft wyprowadzié przy-
padki szczegbélowe. Np. jezeli narzucimy warunek réwnosci dwoch obserwacji, prosta
warunkowa bedzie nachylona pod katem 45° do osi v; i v5. Dalej, gdyby obydwie ob-
serwacje byly jednakowej precyzji (o1, 02), wowczas elipsa przesztaby w okrag. W takim
wypadku otrzymaliby$my jednakowe estymatory vy, va.

Jezeli zamiast residuéw jako osie uktadu weZmiemy same obserwacje, mozliwa jest
nieco odmienna ilustracja MNK. Rozwazmy przyktadowo trzy katy «, 3, tréjkata plas-
kiego, ktére zmierzono z jednakowgq prezyzja. Wobec nadmiaru = 1, piszemy oczywisty
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rownanie warunkowe

a g+ av + a,v,= 0

Elipsa dlaktorej ¢= v'W v —~ minimum
Rysunek 9.2: Ilustracja metody najmniejszych kwadratéw, wyréwnywanie z warunkami.

Réwnanie warunkowe, tacznie z warunkiem najmniejszych kwadratéw spetnione sa dla
punktu stycznosci A.

£ PCaBy)

E; 1 04B+y-1=0

01

Rysunek 9.3: Ilustracja metody najmniejszych kwadratéw, wyrOwnywanie z warunkami
i wigzami. Zmierzone wartoSci katow w tréjkacie odpowiadaja punktowi P. Réwnanie
warunkowe (plaszczyzna Ey), tacznie z warunkiem najmniejszych kwadratéw (wektor
residu6w v’) spetnione sa w punkcie P’. Roéwnanie warunkowe z wigzami (przecigcie
ptaszczyzn F i E»), tacznie z warunkiem najmniejszych kwadratow (wektor residuéw v'’)
spelnione sa w punkcie P”.
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warunek o + 8 + v = 0, ktéry musi by¢ spetniony acznie z warunkiem najmniejszych
kwadratow. W trojwymiarowej przestrzeni «, 3,y (rysunek 9.3) warunek ten reprezentuje
plaszczyzna E;.

Dane a priori rezultaty obserwacji «, 3,y ustalaja potozenie punktu P, niekoniecznie
nalezacego do ptaszczyzny E. Procedura wyréwnania tych katéw, dostarczy danych poz-
walajacych na zastapienie punktu P przez punkt P’. Przy czym, aby spetniony byt warunek
najmniejszych kwadratéw, wektor residuéw v’ musi mie¢ najmniejsza dlugo$é, a to oz-
nacza, ze odcinek PP’ musi byé prostopadty do ptaszczyzny E;. W naszym przyktadzie
rozwiazanie najmniejszych kwadratéw da residua

ua:ygzu,yzé(ﬂ—a—ﬂ—'y)
bowiem ptaszczyzna F jest identycznie nachylona do wszystkich trzech osi. Residua bgdg
miaty takie same znaki — dodatnie, jezeli P lezy nad ptaszczyzna, ujemne gdy P lezy pod
ptaszczyzna Fj.

Zat6zmy teraz, ze chcemy nalozy¢ pewien warunek (wigzy) np. na kat . Niech kat
ten ma by¢ rowny pewnej znanej skadinad wartoSci v9. Pozostale katy wyznaczone sa
doswiadczalnie.

Wprowadzony dodatkowo warunek dotyczy modelu o nadmiarze r = n — ng = 2,
bowiem skoro 7 jest znane, to ng = 1. W tréjwymiarowej przestrzeni wektorowej warunek
aby v = 7o, reprezentowany jest przez ptaszczyzng réwnolegla do ptaszczyzny podsta-
wowej uktadu «, 5. Wyréwnanie metoda najmniejszych kwadratéw da w tym przypadku
punkt P”, dla ktérego spetnione sa wszystkie warunki. Czyli P” musi leze¢ na przecig-
ciu ptaszczyzny E; z ptaszczyzng o réwnaniu v = -y, ponadto jest to taki punkt z tego
przeciecia, dla ktérego dtugo$é odcinka PP” jest najmniejsza. I

9.8 Wyréwnanie z warunkami, przypadki specjalne

Metoda najmniejszych kwadratéw stosowanana jest czgsto w formie dwoch technik beda-
cych szczegblnymi przypadkami ogélnej techniki wyréwnywania z warunkami.

Pierwsza dotyczy sytuacji, w ktérej w réwnaniach warunkowych mamy jedynie ob-
serwacje a liczba parametréw v = 0, a wigc mamy wowczas jedynie r rdwnan warunko-
wych. Technika ta bywa stosowana w prostych problemach geometrycznych jak: wyréwny-
wanie ptaskiego tréjkata czy tez mata sie¢ geodezyjna. Po rozwiazaniu réwnan normalnych,
otrzymujemy tu wektor czynnikéw Lagrange’a k, ktéry umozliwia obliczenie residuéw
v, a te z kolei po dodaniu do wektora obserwacji 1 daja estymatory 1. Jezeli byliby$my
zainteresowani jakim§ zbiorem zmiennych powiazanych z 1 znanymi funkcjami, mozemy
je obliczy¢ po zakonczeniu wyréwnywania. Macierz kofaktorowa tych zmiennych mozna
réwniez obliczy¢ o ile tylko w rezultacie wyréwnania mamy do dyspozycji macierz Qj;.

Druga technika stosowana bywa wéwczas jezeli mozliwym jest sformutowanie rownan
warunkowych tak by zawieraly wylacznie jedng obserwacje¢. Oznacza to, ze w rownaniach
tych wystepuja parametry, poniewaz liczba warunkow jest wtedy rowna liczbie obserwacji,
dlatego ilo$¢ parametréw u = ng . W sytuacji gdy mamy jedng obserwacj¢ na réwnanie
warunkowe, macierz A redukuje si¢ do macierzy jednostkowej. Rozwigzanie rownani nor-
malnych daje wartosci niewiadomych parametréw A oraz ich macierz kofaktorowa QA .
W dalszej kolejno$ci mozemy policzy¢ residua v i estymatory Lr
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9.8.1 Wyréwnywanie tylko obserwacji

Poniewaz w tej technice nie wystgpuja zadne parametry, liniowe réwnania warunkowe maja
postac

A(l+v)=d (9.67)
lub
Av=d-Al=f (9.68)

gdzie d, f sa wektorami statymi.

Zastosowanie warunku najmniejszych kwadratdw oznacza tu wykonanie tych samych
krokéw co w przypadku techniki ogélnej, nie ma zatem potrzeby by je powtarzaé. Dlatego
podamy od razu postaé catkowitego uktadu réwnan normalnych, mianowicie,

AN 06

Po jego rozwiazaniu otrzymamy
k=W.=Q !f = (AQAT)"!f (9.70)
v=QATk = QATW. f
A priori estymatg wariancji odniesienia obliczymy za pomoca formutly

o viwv Tk kI'f ©.71)
gn = = = .
0 r T r

Pozostaje jeszcze do oszacowania precyzja uzyskanych rezultatéw. W tym celu stosu-
jac prawo propagacji wariancji i kowariancji do wystgpujacych w tej technice zaleznoSci
macierzowych :

= d—- Al

= (AQAT)'f=Q 'f = -W.Al + W.d = —-W_Al + kg

= QATk=-QATW_Al+qATW.d = -QATW_Al + vg

= 1+v=>T-QATW.A)l+ v

—_ < N oh
|

metodg podstawien, dostaniemy nastgpujace macierze autokofaktorowe i kros- kofaktorowe
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Qs = (-A)Q(-AT)=Q.

Qu. = W.AQATW,. =W,

Q. = QATW.AQATW.AQ=QATW.AQ

Q; = (I-QA"™W.)Q(I-A"W,AQ)=(I-QATW.A)’Q

Q; = Q-QATW.AQ=Q-Qu

Qs = IQ(-A)" =-QA”

Qur = IQ(-W.A) =-QATW,

Q. = IQ(-QA™W. A) = —Qu (9.72)
Q; = IQI-QA'"W.Q" =Q;

Qe = (—A)Q(-W.A)"
Qp = (—A)Q(—QATWeA)TZAQ

Q; = —-AQ(I-QA'W.A)" =

Qu = (-W.A)Q(—QATW.A)T = W.AQ
Q,; = (-W.A)Q(I-QA"W.A)" =

Q,; = (-QATW.A)Q(I-QA"W.A)T =

9.8.2 Wyréwnywanie obserwacji i parametrow
W tej technice mamy n réwnan warunkowych, kazde zawiera tylko jedna obserwacje
l1+v+BA=d (9.73)
lub
v+BA=-14+d=f (9.74)

Poniewaz residua v w réwnaniu (9.74) sa odseparowane od innych jego sktadnikéw, rozwia-
zanie problemu najmniejszych kwadratow moze by¢ dokonane bardziej bezposrednio, bez
uciekania si¢ do mnoznikéw Lagrange. I tak, ktadac do warunku najmniejszych kwadratéw
residua wyznaczone z (9.74) dostaniemy

® =vWv = (f—BA) (f—-BA) = ATBTWBA — 2f"WBA + fTWf (9.75)
Warunek minimalizacji formy (9.75) oznacza

0P

= 2ATBTWB - 2fT"WB = i
A 0 (9.76)

lub
(BTWB)A = BTWf 9.77)
A stosujac oznaczenia jak w réwnaniu (9.20) bedziemy mieli

NA =t (9.78)
A =N"1¢
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Dysponujac parametrami A obliczymy wyréwnane warto$ci estymatorow 1
l1=1+f—-BA 9.79)

Poniewaz w tej technice wektor parametréw A jest rozny od zera, w celu obliczenia a pos-
teriori estymaty wariancji odniesienia 63 , kwadratowa forme vI'Wv musimy wyznaczyé
z pelnego wyrazenia

vIWyv = fTWf — At (9.80)

I podobnie jak dla poprzedniej techniki, proces wyréwnywania obserwacji nalezy zakonczy¢
oszacowaniem precyzji uzyskanych rezultatéw. Stosujac prawo propagacji wariancji i ko-
wariancji do zaleznoSci macierzowych:

=1

= —-14d

N 'BWf = -N"'B"Wl+ -N"'B"Wd = -N"'B"Wl+ A,

= f-BA=f-BN 'BWf

= l+v

)—4><D"h»—n
Il

otrzymamy macierze autokofaktorowe i kroskofaktorowe

Qi = Q
Qi = Q
Qaa = N'B'WQ;WBN'=N"!
Q. = Q-BN'B’
Qi = Q—Qu
Qr = -Q
Qar = -QMWBN!)=-BN!
Qnw = Qir— sz(WBNleT) =-Q+BN'B"=-Q,
Qi = Q+Quw=Q-Qun=Qy; 9.81)

Q/a = Q(WBN')=BN"'
Qr = Qpr— QB =Q-BN'B”

Q; = Qu+Qp=BN'B”
Qar = Qar—QanB' =0
Q. = Qa+Qay,=-N'BY

QUZ = Qu+tQuw=0

9.9 Dygresja: transformacja wspotrzednych

Zagadnienie transformacji wspétrzgdnych z jednego uktadu do drugiego jest operacja czgsto
stosowang w geodezji i astrometrii. Transformacje te dotycza przestrzeni dwu i tréjwymia-
rowej, moga opisywac zmiany poczatku uktadu, zmiany kierunku jego osi, bez zmian albo
z jednostajng zmiang skali itd. I
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9.9.1 Transformacje dwuwymiarowe
I. Od wspétrzednych polarnych do prostokatnych:

T1 = rcosb

T9 = rsinf ©.82)
I1. Z uktadu kartezjanskiego do uktadu kartezjanskiego:
a) obrét uktadu
Y1 = T1COS v — Xosin o 9.83)

Yo = X1 Sin + T2 cos «

[yl]:[a.)sa —sma] [xl} (9.84)
Y2 sin « COS «x T2

b) obrét i zmiana skali

lub

y1 = x1(scosa) — xo(ssin ar)

Y2 = x1(ssina) + za(scos ) (9.85)
lub
[yl]ZS‘[C(')sa —sma][ml]zs.[a —b}[ml] (9.86)
Y2 sin «v COSs & T9 b a To
¢) obrét, zmiana skali i przesunigcie
y1 = axr1 — brg + ¢ 9.87)

yo = bx1 + axe +d

Transformacja ta ma rézne nazwy : transformacja czteroparametrowa, transformacja podo-
bienistwa, liniowa transformacja konformalna .

Wymienione wyzej transformacje nie dotycza sytuacji, w ktérych mieliby§Smy do czy-
nienia z deformacja przestrzeni. Jedyna zmiang w ksztalcie jest tu jednostajne skalowanie.
Transformacje podane ponizej nie maja takiego ograniczenia.

d) transformacja 6-cio parametrowa

y1 =ax1 +bxa+c

9.88
yo =dry +exs+ f ©-88)
e) 8-mio parametrowa transformacja rzutowania (liniowa ulamkowo)
_ a1 + azxx2 + as (9.89)
C1T1 + C2T2 + 1 '
_ biz1 + boxa + b3
c1r1 + cowe + 1
f) ogblna transformacja wielomianowa
Y1 = ap + a1x1 + asxs + az3rixrs + CL437% + a5a:§ - (9.90)
yo = bg + br1x1 + bows + byx120 + b4fl)% + 551‘% ... ’
f) dwuwymiarowa wielomianowa transformacja konformalna
y1 = Ag + Ajz1 + Asxo + Ag(x% — x%) + Ag(2z129) . .. 9.91)

Y = By — Asx1 + Ajao — A4(x% — ZL‘%) + A3(2x1x2) -
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9.9.2 Transformacje trojwymiarowe

I. NajczaSciej stosowana jest transformacja siedmioparametrowa, pozwalajaca na trzy ro-
tacje, trzy translacje i jedng zmiang skali.

y =sMx+k (9.92)

gdzie:

o y = (y1,¥2,y3)T — wektor wspétrzednych po transformacii,

e x = (21,2, 23)" — wspétrzedne przed transformacja,
o k = (ky, ko, k3)T — wektor trzch przesunigé,

e M — ortogonalna macierz wyrazona za pomoca trzech niezaleznych zmiennych,
czesto traktowanych jako trzy niezalezne katy rotacyjne,

e — s czynnik zmiany skali.

Inna nazwa tej transformacji brzmi — tréjwymiarowa liniowa transformacja konformalna.
II. Ogdlna transformacja wielomianowa.

Y1 = ap + a1x1 + a2x2 + azrsz + a4x% + a5x% + a6x§ + a7x1x2 + agTox3 + Agxr3xy . . .

yo = bg + byx1 + baxs + b3xs + b4a;% + b5(L‘§ + bﬁxg + byxixe + bgxroxs + boxsxy . . .

Y3 = o + €121 + CoT2 + C3T3 + C4TF + 523 + c6T3 + crT1T2 + C3TaT3 + CoT3TT . ..
(9.93)

III. Wielomianowa transformacja konformalna w trzech ptaszczyznach.

y1 = Ao + A1x1 + Asxo — Agwg + A5(.’L‘% — l‘% — :L'%) + 0+ 2A72321 + 2A6x122

Y2 = BO — Agl'l + All'g + A4$3 + AG(—w% + $% — .’E%) + 2A71‘2.’L‘3 + 0+ 2A5$1{E2

Y3 = Co + Asxy — Ayzo + Ayz3 + A7(—$% — l‘% + x%) + 2A¢z9x3 + 2A52321 + 0
(9.94)

9.10 Przykiad

e

9.10.1 Ogoélny przypadek wyréwnywania z warunkami

Dana jest dwuwymiarowa transformacja — rotacja ze zmiang skali — pomig¢dzy uktadami
wspoirzednych X i Y:

Y1; = axy; — bwo;

Y2i = bl’li + ax; (995)

Para (1, x2;) odpowiada wspéirzednym i-tego punktu w uktadzie X, para (y1;,yo;) od-
powiada wspétrzgdnym tego punktu w uktadzie Y, wspétczynniki (a,b) s parametrami
transformacji .
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W tabeli ponizej, dla trzech punktéw podano wartosci wspétrzednych z obu uktadéw

r1 T2 n Y2
00 1.0 -2.1 1.1
1.0 00| 1.0 2.0
1.0 10]-09 238

W R = =

Dla wszystkich trzech punktéw zaktadamy, ze macierze kowariancji pomiaréw sa réwne
macierzom kofaktorowym, zatem dla dowolnej pary wsp6trzednych typu X, mamy

0.01 0

Qo =gz = [ 0 001 ] = 0.011 (9.96)
Tym razem, przeciwnie anizeli w przyktadzie 3, wartoSci wspétrzednym typu Y, przypisu-
jemy status wartosci doktadnych. Przy takim zatozeniu, metoda najmniejszych kwadratréw
nalezy okresli¢ estymatory parametréw a i b, a posteriori estymatg wariancji odniesienia 63

oraz macierze kowariancji wspétrzgdnych Y -kowych.

Rozwiazanie.

Funkcjonalny model tego zagadnienia dotyczy geometrii na plaszczyZnie — obrotu
uktadu wspétrzednych. Zamierzamy przetransformowac wspétrzedne z uktadu X do uktadu
Y.

W tabeli podano wspétrzedne trzech punktéw, a wigc do dyspozycji mamy n = 6
wielkosci obserwowanych. Poniewaz interesuja nas wytacznie parametry transformacji a, b
stad ng = 2. W rezultacie nadmiar » = 4, a skoro ¥ = 2 musimy napisa¢ ¢ = 6 réwnan
warunkowych, postaci

ZT1;0 — T2b —y1, =0

Toia+ 10 —y2; =0, 1=1,2,3 ®7

gdzie % ;; = x;; + v; oznaczaja estymatory, czyli wyréwnane obserwacje.

Ze wzgledu na niewiadome, réwnania (9.97) sq réwnaniami nieliniowymi bo przeciez
mamy np. 1;a + . ... Zatem bySmy mogli skorzysta¢ z poznanych technik MNK musimy
te rwnania zlinearyzowac.
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Dygresja.
Niech F bedzie wektorem ktadajacym si¢ z m funkcji nieliniowych. W réwnaniu
F(x)=0 (9.98)

x oznacza wektor o p niewiadomych elementach.

W kontekscie metody najmniejszych kwadratéw, niewiadomymi moga by¢ parametry, ob-
serwacje itp.. Gdybysmy dysponowali wektorem x° zawierajacym przyblizone wartosci
elementéw, mozna by w jego otoczeniu rozwina¢ formg¢ F(x) w szereg Taylora, ogranicza-
jac si¢ do wyrazéw liniowych:

F@%+<@ﬂ§>ﬂ.Ax:o (9.99)

0x
Zbiér pochodnych czastkowych ze wzgledu na sktadowe wektora x mozna zapisaé w
postaci macierzy U o rozmiarach (m X p), a wektor Ax o rozmiarach (p x 1) mozna
traktowac jako wektor poprawek do przyblizonych wartosci wektora niewiadomych x.
Po linearyzacji, zamiast nieliniowego uktadu réwnan (9.98) mozemy rozwiazywac jego
liniowy odpowiednik (9.99). Mozna nada¢ mu ogdlng postac

U-Ax =u (9.100)

W wyniku wyréwnania MNK, jako rozwiazanie otrzymamy wektor Ax. Jezeli wektor
przyblizony x° byt dostatecznie "dobry", w tym sensie, ze réwnanie (9.99) jest adekwatnym
substytutem réwnania (9.99), a wiec takim, ze wyrazy wyzszych rzedéw rzeczywiscie sa
do pominigcia, wéwczas estymata najmniejszych kwadratéw wektora x jest (x° + Ax).
Jednak najczesciej x° nie jest az tak dobrym przyblizeniem i suma (x° + ‘Ax) jest jedynie
ulepszona wartoscia przyblizona. Ale za pomoca lepszego przyblizenia (x° + Ax) mozna
utozy¢ nowe réwnania (9.99) lub (9.100) 1 wyznaczy¢ nowa poprawke Ax. Pozwoli ona na
kolejne udoktadnienie przyblizenia wektora x i w ten spos6b mozemy rozwigzania iterowaé
do momentu gdy np. obliczona po raz kolejny poprawka jest zaniedbywalnie mata.

Powracamy do rozwiazania przyktadu. Napiszmy raz jeszcze nasze rownania warunk-
owe. Dla kazdego punktu pomiarowego mamy po dwie (m = 2) funkcje F' zalezne od
niewiadomego wektora X; = (14, #2;, a, b)”:

F1i(%x;) = Z150 — T2 —y1;, =0

N . . 9.101
Foi(%;) = Zoja + Z15a — y2; =0 ( )

W otoczeniu punktu X? = (z15, 2, a0, bo) T

poprzestajac na wyrazach liniowych:

rozwijamy kazde z rownan w szereg Taylora

(x1ia0 — T2ibo — Y1i) + apAx1; — bgAzg; + x1;Aa — 22, Ab =0

9.102
(5521‘0«0 + x1;b0 — Z/Qi) + apAxo; + boAx1; + x9;Aa + £1;Ab =0 ( )

a po utozsamieniu przyrostow Ax j; z residuami vj;
aov; — bovo; + x1;Aa — x2;Ab = y1; — apx1; + boxa; 9.103)

aogvo; + bovi; + x2;Aa — x1;Ab = y9; — apx2; — box1;
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po umacierzowieniu

ag —bo V1i T — Aa | | fu

[bo ao]'[vm}—i_[m l'li:|'|:Ab:|_|:f2i:| ©-104)
lub

(2x2) (2x1) (2x2) 2x1) = (2x1)

Dla trzech punktéw bedziemy mieli trzy réwnania macierzowe:

A1-I/1+B1'A:f1
Ay -1n+By- A=
As-v3+B3g- A =1;

ktére mozna potaczy¢ w jedno réwnanie

A; O 0 2 B, fi
0 Ay, O . 1)) + B, . [ A ] = 5 (9.105)
0 0 A3 122 B3 f3
a w skrécie
A.-v + B-A = f
Gx6)(6x1)  (6x2)2x1)  (6x1) (©.106)

Mozemy teraz przystapi¢ do obliczen. Macierze A, f obliczymy jesli tylko beda znane
przyblizone wartosSci ag, bg. W tym celu biorac z tabeli pomiarowej dane dla punktu nr 1
mamy

—21=0-a9—0bp-1

+11=0-bg+ap-1 (9.107)
stad ag = 1,bg = 2.

Podstawiamy te warto$ci do macierzy Aj, zauwazmy, ze w naszym przyktadzie macierze

te sg sobie rowne, stad dla i=1,2,3 mamy

o ag —bo o 1 -2
Az—[bo ao]—[Q 1} (9.108)
Macierz f wynosi
[ y11 — x1100 + 2100 | [ —0.1 7
Yo1 — Ta1ag — T11bg 0.1
f— Y12 — T1200 + T22bo _ 0 (9.109)
Y22 — T22a0 — T12bo 0
Y13 — T13a0 + T23by 0.1
L Y23 — w23a0 — Z13bo | | —0.2 ]

W dalszej kolejnosci obliczymy macierz B, ktéra w calym procesie iteracyjnym nie zmienia
si¢. Podstawiajac odpowiednio warto$ci obserwowane uzyskamy:

11 —I21 0 -1 1
21 T11 1 0
B— | Wz —wm | _ |1 0 (9.110)
9292 T192 0 1
Tr13 —I923 1 -1
| T23 13 | | 1 1 |
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Po obliczeniu macierzy B, A oraz f mozemy przystapi¢ do utworzenia uktadu réwnan nor-
malnych i do rozwigzania go. Korzystajac z wyrazei podanych wczesniej, w rezultacie
nietrudnych obliczen otrzymamy wektor A

0.0
A= [ —0.05 }
pozwalajacy na obliczenie ulepszonych wartosci wspoétczynnikow poszukiwanej transfor-
macji

a = ap+ Aa=1.00
b = byg+Ab=1.95

Z tymi wartoSciami nalezaloby ponownie obliczy¢ elementy macierzy A i f, (rownania
((9.108), (9.109)) po czym moglibySmy obliczy¢ kolejne poprawki do wspétczynnikéw
transformacji a i b.

W naszym przykladzie poprzestajemy na pierwszej iteracji, a zatem przyjmujemy, ze
wyréwnane wartos$ci wspétczynnikéw wynosza

a=100, b=195
Dysponujac wektorem A obliczymy residua v
v = (0.01,0.08,0.02,0.01, —0.05, —0.05)"

W trakcie rozwiazywania réwnan normalnych obliczana jest macierz N~!, tym samym
mamy oszacowanie precyzji wektora A, tzn. znamy jego macierz autokofaktorowa

Qas = N1 =102 [ 125 0 ]

0 1.25

jak widzimy, dla tej macierzy rank = 2.
Postugujac sie prawem propagacji wariancji i kowariancji mozemy obliczy¢ autokofak-
torowg macierz estymatoréw Q;;

25 0 0 —-25 25 =25
0 25 25 0 25 25
0 25 25 0 25 25
-25 0 0 25 =25 25
25 25 25 =25 50 0
| —2.5 25 25 25 0 5.0

Q; =107"

Dalej, zgodnie z zadaniem okre§lonym w temacie przyktadu, obliczamy a posteriori wari-
ancje odniesienia 62. Dla nadmiaru 7 = 4, po obliczeniu wartoici formy kwadratowej

vIWv (patrz formuty (9.56), (9.58), (9.59)), otrzymamy
62 =0.3123, 60 =0.56

Gdybys$my nie urwali obliczen po pierwszym kroku i kontynuowali proces iteracyjny, otrzy-
maliby$§my nieco inne bardziej doktadne rezultaty. Podajemy je nizej dla ilustracji, oraz by
z ich pomoca dokona¢ odpowiedniego testu statystycznego. I tak mielibySmy odpowiednio:

el o[ 12120
Qaa =N"=10 [ 0 1212
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2.916 0 0.052 —2.750 2.579 —2.538 ]
0 2916 2.750 0.052 2,538  2.579

Q=103 0.052 2.750 2.595 0 2.439  2.387
H —2.750 0.052 0 2595 —2.387 2439

2.579  2.538 2.439 —2.397 4.489 0

| —2.538 2.579 2387 2.439 0 4.489

62 =0.3114
60 = 0.56

A posteriori wariancja odniesienia (38 moze by¢ testowana statystycznie w stosunku do jej
wartosci a priori. Jak pamigtamy, warto$¢ ta wynosi o5 = 1 i odpowiada nieskoriczonej
liczbie stopni swobody. Z naszego rachunku, dla czterech stopni swobody r = 4, otrzymal-
iSmy 63 = 0.3114. Utwérzmy zmienna x2

2 m -0
Xom 5
%0

jej warto$¢ odpowiadajaca wielkoSciom obserwowanym wynosi

5 4-0.3114
Xa=—7, = 1.2441
Hipoteza zerowa bedzie Hy : 0% = o3, hipoteza przeciwna H; : 02 > 3. Zatem, hipoteza
H,, powinna zosta¢ odrzucona jezeli 3 > XZ« 4-
Przy poziomie istotnosci o« = 0.05, mamy X3'0574 = 9.49, stad mozemy twierdzi¢, ze
o5 = 0.3114 — estymata a posteriori wariancji odniesienia nie rézni si¢ statystycznie od
swej wartosci a priori 03 = 1.0.

9.11 Dodatek A. Zadania

Zadanie 1.

W czworoboku z rysunku po prawej stron-
nie, zmierzono wszystkie katy oznaczone
gwiazdka. OkreSl nadmiar dla tego przy-
padku, jesli celem byto wyznaczenie ksztattu
czworokata.
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Zadanie 2.

warto$ci katow:

Zadanie 3.
Wykonano pomiary odleglosci wg schematu
pokazanego na rysunku obok. Pomiary maja

identyczna precyzj¢ i sa nieskorelowane. Otrzymano
nastgpujace wartosci odlegtosci :

l; = 110.010[m], Iy = 200.050[m],
I3 = 200.070[m], I4 = 300.090[m].

Postugujac si¢ metoda najmniejszych kwadratéw wyz-
nacz wyréwnang warto$¢ odlegtosci pomigdzy punk-

tami AiC.

Zadanie 4.

z1 = 48.88°,
x5 = 43.80°,

W figurze geometrycznej przedstawionej na rysunku
obok zmierzono sze$¢ katow. Otrzymano nastgpujace

Tro = 42.100, r3 = 44.520,
x5 = 46.00°, x6 = 44.70°.

Metoda najmniejszych kwadratéw wyznacz wyréw-
nane wartos$ci tych katow.

Rysunek po prawej stronie przedstawia niewielka sie¢ geodezyjna, w ktérej punkt A jest
punktem odniesienia o znanej wysokoSci nad poziomem morza, réwnej 230.130 [m]. Dla
kazdej pary punktéw tej sieci dokonano pomiardéw réznic w wysokosci, rezultaty zamieszc-

zono w tabeli ponize;j.

Punkt  Punkt Réznica w

Odlegtos¢

nizszy wyzszy wysokosci pomiedzy punktami

B A 11=11.973 [m]
D B 1=10.940
D A 15=22.932
B C 14=21.040
D C 15=31.891
A C lo= 8.983

20 [km]
12
15
28
20
26

Ostatnia kolumna tabeli zawiera odledtosci pomigdzy
punktami, dla ktérych mialy miejsce pomiary wy-
sokosSci. Stosujac metod¢ najmniejszych kwadratéw
oblicz wysokosci nad poziomem morza punktéw B, C,
i D tej sieci, przy zalozeniu, ze pomiary wysokosSci
byly nieskorelowane i niejednakowej doktadnosci,
przy czym wagi pomiar6w sa odwrotnie proporcjon-
alne do podanych wzajemnych odlegtosci. Obliczenia

wykonaé w formaliZmie macierzowym.
r
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