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Od Autora stow kilka

Z wahanienudosgpniamniniejszy jeszczenie ukohczory skrypt,z tekstemi ry-
sunkamiwymagaacymi popravek. Mam jednaknadzieg, zei w obecnejormie
skrypt Fizyki Atmosfer Gwiazdumazliwi studentonuzupetnieniewiedzy z no-
tatek do wyktadu. Mam nadzieg, ze w przyszicsci uda sie wytropic i usuret
wszelkieniedostatki.Piszac skryptopartemsie nanotatkache wyktaduktory od
kilku lat provadz na Uniwersytecieim. AdamaMickiewiczaw Poznaniuoraz
na podstavie literatury wyliczonej dalej w tekscie. Jago przygotavaniew sto-
sunlowo krotkim czasienie bytoby mozliwe bezpomog studentowprzy korekcie
orazdr. Naskeckiegoi mgr. Ratajczakarzy ilustracjach.Skryptnigdy nie za-
stapi dobrego podrecznika. Takich podrecznikowjestkilka w jezykuangielskim
codzis nie stanavi barierydla polskichstudentéw nie mapotrzebyprodukowat
jeszczejedneggo. Prof. Stepien, na ktorego wyktadachuczyto sie cate pokole-
nie polskichastronoméwwydat przedlaty doslonaty skrypt fizyki atmosferi z

czesci ktére nie stracity aktualndci korzystatenprzygotavujac swoj wyktad. Z

drugiej strory podrecznikisa czestoprzegadand przetadevaneszczgodtami. W

fizyce atmosferdotyczyto zwlaszczaswietnejskadinad ksiazki Mihalasa,ktéra
jestdoslonatymkompendiundlabadaczyNatomiastlastudentéwzaletwszel-
kich skryptéwjestwiekszakondensacjanateriatu.Druga zalet skryptéww do-
bie komputeryzacjjestmozliwost tatwej aktualizacji. Totez oddapctenskryptw

receczytelnikamamnadzieg, ze nie jestto jego wersjaostatniai w tym Swietle
Pros o wyrozumiatae.

Pozna i Warszava, 2002.



Rozdziatl

WSstep czyli coto sa atmosferyi na
co sie przydaje wiedzao nich?

Pytanieco to jest za przedmioti po co mam sig jego uczyt w sposobnatu-
ralny przychodzido glowy Swiezo upieczongo studentafizyki atmosfer Poza
najblizszymi optotkami uktadu Stoneczngo cata naszawiedza o otaczagcym
Wszeclswiecie pochodziz analizy docieragcego Swiatta. Ponievaz gwiazdy
stanavia znalomita wiekszat zrodetswiattaw Kosmosienaturalrym jestzain-
teresovanie astronoméwmechanizmenswieceniagwiazd. Docierapcedo nas
Swiatto jest wysylaneprzez peryferyjnewarstwy gwiazdy czyli jej atmosfee.
Stadsiewywodzinazwaprzedmiotu Atmosferagwiazdystanavi skomplikowany
przyktadmieszaniy Swiattai materiigazavej oddziatupg/ch zesobawzajemnie.
Ta wzajemn&t oddziatywaniastanavi zreszé podstavowy problemw badaniu
fizyki atmosfer

Précz zaintereswania atmosferamjako poznaniemztozoneyo zjawiska as-
tronomamkierowaty tez motywy bardziejutylitarne.Mianowicie poznanieapo-
moca observacji parametréwgwiazdi zrozumienieich wnetrzanie jestmozliwe
bezdobregyorozumieniaatmosferybedacejzrodiemobservowaneayopromieniava-
nia. W oparciuo fizyke atmosferrozwinieto metodywyznaczanigdemperatur
grawitacji oraz sktaduchemiczngo gwiazd. Znajomat atmosferprzydajesie
takze w badaniumaterii miedzygwiazdwe]. Okazalosige, ze nawet spolojne
gwiazdyintensywnieoddziatywupz otaczagca materamiedygwiazdava, wysyta-
jacjonizujacepromieniavanieultrafioletovejaki zasilapcmaterg wiatremgwiaz-
dowym. W badaniaclobiektéwlezacg/ch nadalszychkrajachWszeclswiata,ta-
kich jak gromadygwiazdi galaktykipotrzebnesadobremodelewidmawysytango
przeznie promieniavania. Takie modeletworzy sie w oparciuo modeleatmosfer
réznych rodzajéwgwiazdwchodzacgychw ich skiad.

Dla fizykow i technikow ktorych uwagajest skupionanaspravachznacznie
blizszychniz gwiazdy teoriaatmosferprzedstaia jednoz pierwszychskuteczgch
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6 CHAPTER 1. BRIEF HISTORY OF STELLAR SPECTROMETRY

Figure 1.3:  Segments of four solar spectrum atlases, respectively the engravings by Fraunhofer (top, 1815)
and Kirchhoff (1861), the photographic Rowland atlas (1897) and the Utrecht intensity atlas (1940). The
top segment has wavelength increasing to the left. The black dots in the first three segments mark the
extent of the next segment. The three strongest lines in the second and third segments constitute the
MgIb triplet in the green part of the spectrum; Fraunhofer marked them b at he top of the figure. The
NalID lines are marked by a beautifully written D at left, here cut off by Pannekoek’s bounding box but
present with Fraunhofer’s solar energy distribution in Figure 2.4 of Hearnshaw (1986). In the bottom
segment, the lefthand MgIb line is blended with an overlapping Fel line. The righthand one displays a
distinct transition between Doppler core and damping wings. From Pannekoek (1961).

Rysunek1.1: Przyktadyobservacji widm Stohcaw rézrnych epokachrozwoju
astrofizyki: odrecznerysunkiFraunhoferga, 1815)i Kirchhoffa (b, 1861);frag-
menty fotograficznego atlasuRowlanda(c, 1897) oraz atlasuwidma Slohca z
Utrechtu(1940)(Rys. z Panneloek 1949).
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Figure 1.5:  Spectral classifications. Top: Secchi’s (1864) four-category scheme. The upper spectrum
illustrates type 2 yellow solar-like spectra with many fine lines (Capella, Procyon, Arcturus, Aldebaran).
The second spectrum (Secchi type 1) represents white or bluish-white Sirius-like stars with four strong
hydrogen lines. The third (type 3) is Betelgeuse-like, with wide bands. The fourth (type 4) was a rare class
of faint dark-red stars with fuzzy bands that Secchi correctly identified as having to do with carbon. Bottom:
Harvard classification. At the bottom, ¢ Puppis displays the Pickering series (at least on Pannekoek’s non-
fringed print). From Pannckoek (1961).

Rysunekl.2: Rozwojklasyfikacjiwidmowej gwiazd: (a) widma4 klasw.g. Sec-
chiego (1864);(b) Harwardzkaklasyfikacjawidm (Rys. z Panneloek 1940).
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rozwiazah zagadnienigransportydyfuzji) w ztozonychwarunkach Opracavane
I wszechstronnigvyprobavaneprzezastronoméwnetody(n.p. ALI) nadag sie
takze do zastoswanianawet przy skomplikowanej3-wymiarovej geometriiza-
gadnienia.

Proponaevanaliteratura:

Collins, G.W.,, 1989, The Fundamentalsf StellarAstrophysicsFreeman.

Hubery, I. Stellar AtmospheresEuropeanAstrophysicsDoctoral Network 9th
SummerSchool,http://***

Rutten Radiatve Transfelin StellarAtmospheredhttp://www.astro.uu.nfutten/tmr

StepienK. Fizyka Atmosfer Uniw. Warsz. skrypt



Rozdziat2

Poznajemy podstawowe pojecia

2.1 Kinetyczne podstawyteorii atmosfer

2.1.1 Funkcja rozktadu

Typowe warunkipanupcew atmosferaclgwiazdto temperaturyT w przedziale
10% — 10° oraz gestdéci n rzedu 10° — 10'° cm™3. Dla rozrzedzogch gazéw
w astrofizyceczesto podajesie nie zwykle gestadci p w.g. masy na objetcse,
w g/em~3, ale jak to tutaj zrobionow iloCi czasteczek: na objetcst czyli w
cm 3. Zwiazekobu gestdceijestprosty: p = mn gdziem oznaczaredna mase
czasteczkiW takichwarunkachgazjestczgsciono lub catkowicie zjonizovary a
istotnaczest oddziatywaniaczasteczekmiedzysoka odbywa sie nadrodzewza-
jemrych zderzé. Pomiedzyzderzeniamiczasteczkiporuszag sie z predkoscia
u = p/m i dziatananie zewnetrznasita I, n.p. sita grawitacji. Stanpojedyncze;
czasteczkiv momencig moznaokreslic podapcjej wektorypotozeniar i pedup.
Stangazumoznaopisa za pomoa funkcji rozktadu f; podapcejilost dn; (ges-
to&C) czasteczek-tegorodzajuo podobrychparametrachiv przedziatachpotozen
d3r i pedowd?p:

dn; = fi(t,7,p)d°rd®p (2.1)
To ostatnieréwnaniemoznaprzyjac zadefinicje funkcji rozktadu.Wygodniejest
wprowadzi 6-wymiarava przestrzaé potozen 7 i pedéwp, zwama przestrzera
fazova. Wowczasd®rd>p jest elementenobijetdsci przestrzenfazavej a f jest
gestacia czastekw tej przestrzeni.Czasteczkiprzemieszczajsie w przestrzen-
nychkierunkachprzestrzenfazowvej z predkoScian = 07 /0t azmianaich pedow
odbywa sie z predkoSciazadam przezdziatapcananie site F' = dp/ot. Ewolucje
funkcji rozktaduf opisujeréwnanieBoltzmanna:

ofi
ot

+@- Vi) fit+ (F-Vp)fi= <%€L> (2.2)
zd

10



gdzieprzezVr i V; oznaczylsmy gradientyodpaviedniow przestrzenpotozen

i pedéw Dwa wyrazy na poczatku sa analogicznedo réwnaniaciagtcsci w hy-

drodynamiceRownanieto odzwierciedlazachavaniemasy W naszymwypadku
mamydoczynienia zachavaniemliczby czasteczekv przestrzenfazavej. O ile

ich gestast w jakims staniezmieniasie w czasig(pierwszywyraz)to musibyc to

kompenswanedoptywemlub odptywemczasteczekv przestrzenpotozen(drugi
wyraz) lub w przestrzenipedow (trzeci wyraz). Wyrazy 2 i 3 sa doktadrymi

analogamiw przestrzenpotozen i pedéw O ile lewa stronaopisujeewolucje f

wskutektagodrych zmian parametréwczastekto prava stronaréwnaniaBoltz-

manauwzgledniapojawianie sie lub znikanienowych czastekw darym stanie
wskutekzderzé, ktére zmieniap skokowo stanczastki.

Funkcjarozktadui réwnanieBoltzmannastanavia podstave teorii kinety-
cznej. Teoriakinetycznastanavi solidny fundamentdo dyskusjiwszelkichza-
gadniér hydrodynamikii transportuenegii przezmatere i promieniavanie. W
toku wyktadupokazemy ze podstavowe dla atmosfergwiazdréwnanietransferu
promieniavania mozna wyprowadzi z czystofenomenologiczych rozwazan.
Jednalkprzy dyskusjiogoélniejszyclzagadnia transferuargumentyfenomenolog-
iczne zavodza i nalezy sie odwotat do teorii kinetycznej. Dlatego zaczynamy
od przedstaienia zarysumetodteorii kinetycznej. Szczg6towa dyskusjateorii
znaczniewykraczag pozazasgg niniejszgo wykladu. Jestonawyczerpugaco
omowionaw specjalistyczpch podrecznikachn.p. Lifshitz i Pitajevski (1993).

2.1.2 Momenty réwnania Boltzmanna

Bardzouzytecznadwnaniahydrodynamikiotrzymujesie jako momentyr. Boltz-
manna. Momenty te oblicza sie mnazac obie strory przez k-ta potege pedu i
catkujac po catejprzestrzenpeddéwi sumupcpo rodzajachczastek.Dla wpravy
zaczniemyod zerovego i pierwszgo momentusameo f. W ten sposohotrzy-
mujemyzwykta gest&e p orazpredkoSt makroslopovav:

p = Zmzm = Zmi/pofid3p gdzie (2.3)
o= [P (2.4)
v = 3 [Bhd (2.5)

To ostatnierdwnaniemoznauzna& za definice predkosci makroslopowej jako
Sredniejpo predkosciach(pedach)mikroskopowych. Zaktadamytu ze predkoSE v
wszystkichrodzajowczastekjestta sama.Liczaczerovy momentr. Boltzmanna

11



bezsumavaniapo czastkachmamy

o= (),
Wyrazodpaviadagcy catceV; napodstavie tw. Gaussa-Greena-Ostrogradzjoe
zostatzamienioly na znikajac catke po dalekim brzegu obszaru. Wobectego
pomijamyindeksyprzy symbolachV bo w momentaclzavszeodnosa sie do
zwyktej przestrzeniZ podobrych povodéwby przeksztatd drugiwyrazmozna
byto dod& do niego znikajacy wyraz n;Vo. Liczac0, 1 i 2 momentyr. Boltz-
mannaze sumavaniempo i po podobrych operacjachotrzymujemyréwnania
ciagtcsci, zachavaniapedui enegii. Poniavaz w zderzeniachelastyczgch)
czasteljestzachavanacatkowitailoSt czastekjch pedi enegia, cztory zderzeniave
momentowznikaja:

dp

5% + V- (pv) =0 r. ciagtcsci (2.7)
0pv 9 -
a1 + V- (pv®) = =VP+ f r. zach.gdu (2.8)

a ([ pv? pv? |
a(T—FpE)—FV'[(T—FpE—FP v| =
f-v—-V- (?md + ?cond) r. zach.gdu (2.9)

W réwnaniach(2.8) i (2.8) pojawity sie nowe wyrazy zalezne nie od predkosci
makroslopowej v leczod momentowpredkoSci wkasnejczastekw = u — v:

Py = <mw,w, > tensorcisSnien (2.10)
< 2> .
€ = nﬁ;iw enegiawewnetrzna (2.11)
p

Wyrazyte wziely sie z usrednienigoteg predkosciroztozonejnau = v+w. Przy
tym wyrazy mieszanerw znikaja namocy warunku< u >= v czyli < w >= 0.

Sita f oznaczauSrednionesity zewngtrzne. Na koniecwyrazy ze strumieniami
enepii promieniavaniaF,.; i przevodzeniaF,,,, to sa przeniesionea drugg
strore wyrazy analogicznedo wyrazuw nawiasie kwadratavym ale dotyczace
czasteko znikomej masiei odmienrych predkosciach(odpaviednio fotonow i

elektronéw).

2.1.3 Plaskaatmosferaw réwnowadzestatycznej

W réwnowadzestatycznepochodngo czasieznikaja, zatem

0 D
== (5),=" (212)

12



w atmosferzqo’faskieja% = a% = 0 i pozostajerézniczkowaniepo z. Mamy
zatemnasgpupcewarunki:

Dn;
< D?) =0 — n; =const I.statystyczna (2.13)
zd
- dP
VP=f — - = P9 r. hydrostatyczna (2.14)
VFraa=0 — F,aq = const r.promienista (2.15)
(2.16)

W ostatnimréwnaniupomirgliSsmystrumih przevodzenieciepta®..,,; borozrzed-
zonegazyw atmosferzeraktycznienie przevodza ciepta.

W naszejdyskusji zupetnieopuscilismy rownaniekinetycznefotonéw In-
aczejzwie sie onoréwnaniemtransferupromieniavaniai bedzienaszymprzed-
miotemzaintereseaniaw catymwyktadzie.

2.1.4 Konwekcja

Czasenw atmosferzepowstagp warunkiw ktorychnie przemieszczaie onajako
calcst ale sasiadu@aceelementygazu(bable, wiry) & w ruchui n.p. zamieni-
aja sie miejscami. Takie zjawisko to konwekcja. Moze ona przenost enegie.
Matematyczniavskutekistnieniapola predkosci pradéwkonwektywrych usred-
niony nawiaskwadratavy w r. eneqii dlastatyczneptmosferynie znikaprzyjmu-
jac wartcst oznaczoa V F.,,.,. Wowczaszmodyfikowary warunekréwnowagi
promienistemaposta

Frad + Feonw = const (2.17)

Oile konwekcjgestzjawiskiempowszechgmw zyciucodzientym, o tyle skutecznie
opierasie opisavi matematycznempodobnigak pokrevnezjawiskaturbulencijii
wirdw i wszelkieinneruchynieuporadkowane. Teoretycznigpowinny stosavat

sie do niej normalneréwnaniahydrodynamikii termodynamikiprzeptywu. W
praktycenie jestésmyw stanieSledzt kazdego wiru a w dodatkujest watpliwe

czy takierachunkibytyby stabilne.Z brakulepszejteorii astronomwie odwotuja

sie dofenomenologiczndeoriadrogi mieszaniapartejnanie do kohcaudowod-
nionych zatazeniachi co gorszeobciazonejco najmniejjednym parametreno

nie znanejz gory wartasci. Konwekcjai teoriadrogi mieszanicbeda omaviane
doktadniejnawyktadziez fizyki wnetrzgwiazd.
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2.2 Rodzajeréwnowagi termodynamicznej

2.2.1 PetnaRoOownowagaTermodynamiczna(RT)

Rownovagatermodynamiczndpetna) (RT) wymagajednolitej temperatury’
w calym ukadziei statdsci w czasiepozostatychparametrowstanu(n.p. n).
Mikroskopowo RT ustalasie wskutekwymiary i uSrednienigenegii czasteczek
we wzajemtych oddziatywaniach(n.p. zderzeniach)Uktad ewoluuje do stanuw
ktorymiloSC przefc w obiestrory R;; i R;; pomigdzykazdaparastanéwo numer
achi i j jestdoktadnietasamaR;; = R;;. Jestto t.zw. rownovagaszczgotowa.
W szczgolndsciw RT rozkiad czastekmiedzykazda pam poziomoéwenepgety-
cznychjestrozktademBoltzmannghie myli¢ z réwnaniemBoltzmannao ktérym
mowa bytawczesniej):

i _ 95 (2.18)

n; gi
gdzien; i n; sagestcécia(obfitoScia) czasteczkv tychstanachf; i E; ich enegia
ag; i g; to wagi statystycznezyli iloSciréznych stanowczasteczkiodpoviadap-
cychtejsamegnegii. RozktadBoltzmannastosujesiedorelacjimiedzywszelkimi
stanamiw RT, a wiec do rozkadu czasteczelo r6znych predkoSciach(réznych
enegiachkinetyczrych) dn(v)/n, w réznych stanachjonizacji n;,,/n; atakze
do gestdasci enegii u, fotonéw o réznych enegiach hv. Odpowiednie enegie
to mwv? /2 enegia kinetycznaczasteczki,y; - enegia I-tej jonizacji oraz ener
gia fotonu hv. Ponievaz w kazdej z tych 3 sytuacjiczasteczkimoga obsadza
kontinuumstanéwo rézrnych enegiach wyliczenie odpoviednichwag statysty-
czrnych wymagadodatlowych rozwazah. Zamiasttego podamygotowe wyniki.
Odpawviednierozktadyzwanesa rozktadamiMaxwella, Sahyi Plancka.

— 3/2 2
dnév) = f(v)d*v = (%) e” 2T d%y 1. Maxwella (2.19)
m
9 2mm kT \ >
m:ne — U[}H ( WTZ; ) e i r.Sahy (2.20)
I I
V> hv
u,dv = 8 dv r. Plancka (2.21)

71'_7
c3 e/kT _ 1

(2.22)

Masy atomui elektronuoznaczylsmym i m. an,. jestgestécia elektronow Ta
ostatniapojawia sig dlatego, ze iloSE réznych realizacji stanujonizacji jest pro-
porcjonalnado ilosci par jon-elektron,czyli do n;,1n.. PrzezU w rozktadzie
Sahyoznaczylsmyt.zw. funkcje podziatuczyli sumarycza wage statystycza
wszystkichpoziomdéww atomie. Jejobliczenienie jest proste,jako ze samych
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poziomoéww kazdym atomie jest nieskonczon&t. Nalezy sumavat wagi po-
jedynczychpoziomowg; razy pravdopodobi@stwo ich obsadzenia;, czyli U =
S pagie P /T W wysokich stanachelektrory sa zdalaod jadrai takie stary
bardzdatwo saniszconevskutekzderzé. Totez p; zalezaodkoncentracjatomow
Swobodry elektronw stanigonizacjimozemiec 2 orientacjespinui stadodpavied-
niafunkcjapodziatujest2. RozkademPlanckazajmiemysie szczgotowo pdzniej.

2.2.2 Lokalna rownowagatermodynamiczna(LRT)

W atmosferaclgwiazdRT nie jestmozliwabo Swiatto(fotony) uciekapz powierzchni
powodujacprzeptywenegii nazewvnatrz. Makroskopowo przeptywenegii wymaga
spadkuemperaturycojestsprzeczne RT. Mikroskopowo wskutekucieczkipro-
ceswysytaniafotonownie jestw petnirownowvazory ich absorpcaczyli brakjest
rownowagi szczgotowej. W konsekwencjmamyna skrajuatmosferycala sek-
wencg roznych stanéwtermodynamiczych na skraju atmosfery Co w"iecej,
navet w jednym miejscurdzne rodzajemateriii promieniavaniamoga byc w
niekompatybilrych stanacttermodynamiczych.

Jesli mimo ucieczkifotonéwmateriaw kazdymmiejscuznajdujesie w takim
staniejak w RT ale o temperaturzél’ réznej z miejscana miejsce,méwimy o
lokalnej rownovadzetermodynamicznefLRT). Konsekweng LRT jest mozli-
WOSC opisaniastanucatejmateriiw darym punkciejedrawartoscial’. W szczgol-
nosciw LRT czastkispetniagcharakterystycznéla RT rozktadpredkosciMaxwella,
rozktad wzbudzen atoméwBoltzmanna(nie myli¢ z réwnaniemBoltzmanadla
funkcji rozktadu) oraz rozktad stopni jonizacji atomow Sahy dla ustalonejw
darym punkcieprzestrzentemperaturyl. W innych punktachT jestinne.

W LRT czastki pozostajav staniezgodrym z rownovaga termodynamicza
natomiastfotony nie. Niejako z definicji zasgg fotonéww atmosferzgestdtugi,
bo musz one miet szang ja opuscic, wobectego nie osiagap one nigdy stary
réownowagi termodynamicznejZasieg czastekw atmosferzggpomiedzyzderzeni-
ami jestzwykle tak krotki, ze praktycznienie odczuvaja onezmiantemperatury
w okolicy. To czy w wyniku zderzé ustali sie wsrdd nich LRT zalezy od tego
ktory procesdominuje: wzajemnezderzeniaczastekczy oddziatywanie czastek
z fotonami. Procesypierwszgo rodzajuprzywraca@ LRT, te drugieja niszca.
Totez w gwiazdachLRT maszansezaistni€ w gtebszychgestszychwarstwach
atmosferygdzietatwo o zderzeniaczastek.Z tych warstwna zewvnatrz wysytane
sa jedyniefotony w widmie ciagtym,bo tylko w tych czeSciachwidmaabsorpcja
jest mniejszai fotony moga ucieka& z wiekszychgtebolosci. W LRT zasada
réwnowagi szczg6towej odnosisie wytaczniedo proceséwbezudziatufotondw
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2.2.3 Lokalna nierownowagatermodynamiczna(LNRT)

Gdy nie zachodzLRT mamydoczynieniaz lokalna nierownavaga termodynam-
iczna (LNRT). W LNRT réznerodzajeatomowczytez réznepoziomyw atomach
moga miec obsadzeniamiezgodnez jedra wartcscia temperatury Innymi stowy

nie spetnionemoga byt zaréwnorozktadySahydlajonizacjijak i Boltzmannadla

obsadza pozioméw (nie myli¢ z réwnaniemBoltzmanadla funkcji rozktadu).
Rozktad Maxwella jest spetniory pravie zavsze. Jak powiedzielismy, gte"bsze
warstwy atmosferysprzyjap LRT. Znaczm role LNRT odgrywa w warstwach
ptytszych. W tych warstwach powstap najsilniejszelinie bowiem odpawiada-
jaceim fotony maja wigkszeszansevydostaniasie nazewnatrz tylko z plytkich

warstw

2.3 Charakterystyka promieniowania

Zadaniemteorii atmosferjestodtworzeniefunkcji rozktadupromieniavania(fo-
tonéw)w catejatmosferzeW tym celubedziemytraktovac fotony jako czastkii
oprzemysie na rownaniutransferu,analogiczgm do rownaniaBoltzmannaw
teorii kinetycznej. Efekty falowe foton6w ujawniaja sie jedynie w zakresach
dalekiejpodczerwieni radiowej, ktore nie beda nasinteresavaty. Gtdwnakom-
plikacja polega na silnym wzajemrym oddziatywaniu promieniavaniaz matera
co wymagaréwnoczesngo rozwiazywaniadla nich odpaviednichréwnah kine-
tyczrych. Tutajzajmiemysie charakterystyéd promieniavaniaa oddziatywaniuz
matera poswiecimynasgpry paragraf.

2.3.1 Natezeniepromieniowania

Intensywn@&t promieniaSwiattarozchodaceyo sie w jakims kierunkumierzymy
jego nagzeniem!. Natezenieto jest zdefiniovanetak, by ilo&€ enengii dE prze-
chodacaprzez ukierunkowary elementpowierzchnidS z kata brytowego dw
przedzialeczestdcidr w czasiedt wynosita

dE = I(F, 7, v, t)7 - dSdwdvdt (2.23)
(2.24)

gdzieprzezn oznaczylsmyjednostiowy wektorw kierunkupromienia.Kosinus
katapomiedzypromieniema normalra do powierzchnioznaczymyy:

udS =7 - dS (2.25)
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Rysunek2.1: Gestat enegii i naiezeniepromieniavania

2.3.2 Gestdst promieniowania

Natezeniepromieniavanial, z jego gestéciaeneqii u,, wiazesie w nasepugcy

sposébu, = I,/c. Uzasadnieni@pierasie natym, zejesli w 1cm? znajdujesie

iles fotondw lecacych prawie prostopadlealo jednejze Scian,to sredniopo czasie
1/c kazdy z nich musiwyleciet (Rys. 2.1). W tym czasiez katabrytowego dw

wokét prostopadtefo Sciary wleci I, /cdw enegii wypetiagc cala objetdst co

dajegestat 1, dw/c. Trik polega, nazauwezeniu,zeilost fotondbwwpadaggych

skoSnie przez bocznescianki na mocy symetrii jest doktadniekompenswana
przezfotony wylatujacez drugiej strory, zatemznalezionagestat jest scish.

Odpawiednia funkcje rozkadu dla fotondw dostajemydzielac gestat przezen-
emgie fotonu f,, = I,,/hre. Dla calkowitej gestégci promieniavaniaizotropavego

u,, pozostajauwzglednic wszystkieinnekierunki,conamogy izotropii sprovadza
sie do pomnaeniaprzezpetry katbrytowy 47, zatem

4
u, = ?” I, (2.26)

2.3.3 Momenty natezeniapromieniowania

Podobnigak dla funkcji rozktaduczastektak i dla promieniavaniawarto zne
odpoviedniemomenty Poniavaz przy zadanejenegii hv wartas¢ pedufotonu
jeststata,w momentactwystarczyuwzgledni potegi wektorajednostlowego.
Mamy zatemdla gestdscieneqii, jej strumienia tensoreciSnieh promieniavania

1 1 1 cky Ju enegia
4—7{ n I,dw = 4—}4 F, = A strumien (2.27)
T nn T <D, K, tens.cén.
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W srodlowej kolumniewprowadzilismyoznaczeniagodnez przyjetymiw fizyce
aw ostatniejuzywanew teorii atmosfer W tym ostatnimprzypadku/ jestzwane
Srednimnagzeniem,bo sumavaniei usrednianiepo kacie brytowym réznia sie
jedynieczynnikiem4r.

2.3.4 Momenty w atmosferzeptasko-réwnolegtej

W atmosferzeptasto-rownolegtej elementkatabrytowego jest 2wdyu a zaleznase
I od kierunkuspravadzasie do zalezndsciod ;.. Momentynagzeniaprzybierag
prost posta:

J,= 31 Ldp Srednienagzenie (2.28)
H,= 3 [1 Lpdy  strumieh (2.29)
K,= L[Y Lu%du tenscisn. (2.30)

2.4 Prosterozkiady katowe promieniowania

2.4.1 Promieniowanie izotropowe

Promieniavaniew RT jestprzyktadempromieniavaniaizotropovego. Zatzmy,
Ze nagzeniepromieniavaniaizotropovego jest] = const i policzymyjego mo-
mentywprostz definicji (2.28)— (2.30).

J=1 U=%] g.enegi (2.31)

H=0 F=0 strumien (2.32)
1 .,

K= 3 P =21  cis.prom. (2.33)

W tym przypadkustosunekf, = K/J zwary czynnikiemEddingtongest1/3

2.4.2 1zotropowo Swie@capotprzestrzen
Catkujactylko po 1 > 0 otrzymujemy
1

Jt= 3 (2.34)
I .,

Ht = 1 Ft=4rH* =nxl  strumie (2.35)
I

| w tym przypadkustosunekfz = 1/3.
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Rysunek2.2: Liczeniegrzbietéwfal wzdtuz wektoral

2.4.3 Dwa promienie

Dwa przeciwbigne nieslonczeniewaske promighie moznaprzedstaic za po-
moa funkcji § Diraca: I = [1y0(|p — pol). Ze wzgledu na symetre atmos-
fery ptaslko rownoleggtej nie jestto jedenpromien ale cataich wiazkalezacana
powierzchnistazka. Wowczasmomentywynosza

J =1 (2.37)
H® = 0 (2.38)
K = pil (2.39)

W tym przypadkustosunekfr; = po < 1. Ze wzgledu na anizotropg w at-
mosferzespovodovaraistnieniemgradientutemperaturymoznasie spodzievat
nadmiarupromieniavaniaprostopadigo do powierzchni, ale nie réwnolegtego.
Widat, ze nawvet w skrajrych przypadkachczynnik Eddingtonazmieniasie w
stosunkwo niewielkim przedziale1/3 < f < 1. Dla uy = 1/4/3 mamy
fe = 1/3 1 w tym przypadkumoznasie spodzievaC dobreyo przyblizeniatrans-
feru promieniavaniaprawie izotropovego zapomoa@ przyblizeniadwu promieni.

19



2.5 Promieniowaniew RT: Rozktad Plancka

2.5.1 Kwantowa natura promieniowania

W réwnowadzetermodynamiczngyromieniavaniemawidmotakiejak promieniavanie
ciatadoslonaleczarngo. Wyliczenie prawvidtowego ksztattutego widmanie jest
mozliwe bez odwotaniasie do fizyki kwantovej. To wtasnie przy okazji bada-
nia tego widma Planck przyjat, ze enegia promieniavania jest podzielonana
porcje czyli kwanty o enegii hv i zostatakuszeremmechanikikwantovej. Te
porcje dzis czestonazywamy fotonami. Odpawviednie rachunkisa szczgolnie
prostegdy zatazymy, ze promieniavanieznajdujesie w szescienrym pudlez lus-
ter o bokuL. Wowczasw pudletrwate sa tylko fale stojacea wszystkieinne ule-
gaja zgaszeniwskutekinterferencjize swoimi odbiciamiprzesungtymiw fazie.
To sie nazywa w fizyce zalazenie periodycziych warunkéwbrzegowych. Trik
poleganawykazaniu,ze wyniki staboalbowcalezaleza od L i odsungciuscian
nanieslonczora odlegtost. Wéwczasmoznapowiedziet, ze warunki brzegowe
nie maja wpltywu narozwazary proces.

2.5.2 Gestasec stanow

Kazda z fal stojacych w pudleto jedenze standéwpromieniavania. Stary réznia
siemiedzysolakierunkiemrozchodzeniaiefalii iloSciagrzbietavw pudle.Obie
wlasnaci stanumozna opisa& za pomo@ wektorafalowego k& o kierunku roz-
chodzenissiefali i wartdsci

k=2n/\=2nv/c. (2.40)
lloSt grzbietéw\ stanuk wzdtuz wektoral to (Rys. 2.2):
_ Lk (2.41)
27

Rozwezajac maly przedziatwartcsci sktadavej n.p. Ak, przezrdzniczkowanie
znajdziemy ze odpaviadamu AN, = L,Ak, /2w stanéwrézniagych sie skiad-
owa k,. Liczbe wszystkichmozliwych stanéwotrzymamymnazac przezsiebie
iloscir6zrych sktadavychw z, y i 2. Zatemw elemencieobjetasci d*k mamy
dN = L,L,L.d*k/(27)* standéwo réznejliczbie grzbietéw Pamietapc, ze dla
kazdego z tychstandbwmamyjeszcze2 mozliwe polaryzacjeswiattai przechodac
od kartezjdskiego do sferyczngo elementuobjetasciw przestrzenivektorowk
I korzystagcz (2.40)mamy

v2dvdS)
3

AN =2V

(2.42)

gdzieds? jestelementenkatabrytowego.
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2.5.3 Sredniaenemia stanu

Fotorny sa bozonami,co oznaczaze w kazdym staniemoze sie znajdavac wiele
fotonéw Stanavi w ktorym jestn fotondw odpoviadaenengia £,, = nhyr. Ob-
sadzenigego stanu,zgodniez rozktademBoltzmannajest N,, ~ e #F» gdzie
tradyg/jnie oznaczylsmy 5 = 1/kT. Terazmozemy policzyC sredna enegie
stanujako enegie wazora jego obsadzeniem:

Sl O S 0 1
_ n=0 "—n _ —BEn __
< E>= ~ 75~ 95 In E_Oe =5 In = (2.43)

Ostatniardwnost wynikaz zauwazenia,zey 22 e #En = 37 =0 jestsung
szergu geometryczngo. Wykonujacrozniczkowaniemamyotrzymujemy

hv

<EBE>= el /KT _ |

(2.44)

2.5.4 Rozkiad Plancka

Poniavaz w rownovadzewszedzietemperaturgest ta samaa promieniavanie
zalezy wytacznieod temperaturymusiby€ onoizotropove. Zatemcatkowaniepo
kierunkachmoznawykonat w sposoéktrywialny zamienia@c df2 na4x. Mnozac
terazgestat standwnajednostle V' przezich enegie otrzymujemyostatecznie
rozktadPlanckagest&ci enegii promieniavania:
V2 hv

Natezenieizotropavego promieniavania B, z gestdécia u,, wiaze (2.31). Zatem
rozktadPlanckanagezeniapromieniavaniaB i jegogranicedla?” — 01 7T — oo
zwanerozkltadamiWienaorazRaleigha-Jeanssa

B,dv =25t —dv (2.46)
— 2% hve /K qy  dla T — 0 Wien (2.47)
— 2% kTdy dla 7 — oo R-J (2.48)

2.5.5 Prawo Stefana-Boltzmanna

W przypadkuizotroponvo Swie@cejplaszczyzg napowierzchnic.d.cz.strumien
namogy (2.35)jestwB,. Bolometrycziy strumigh z c.d.cz.to

F=7B= w/oo B,dv — oT* (2.49)
0
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gdzie o jest stak Stefana-Boltzmanna.Ostatniaréwnast wynika bezp&rednio
z zamiary zmienrych pod catka nax = hv/kT. Potej zamianiei wytaczeniu
statychcatkanie zawvieraparametrovzatemjej wartcsc tez jeststak. W tablicach
catekmoznaznalec jej wartcst 74 /15, zatemo = 7tk?* /15¢2h3. Z wstawienia
tak wyznaczongo nagzeniabolometryczngo B do wzoréwnamomentymamy

B = ”7%4 nagzeniepromieniavania (2.50)
U= 20T* gestdt eneyii (2.51)
P = %aT4 ciSnieniepromieniavania (2.52)

2.6 Oddziatywanie promieniowania z materia

2.6.1 Wspotczynniki emisji i absorpciji

Makroslkopowo oddziatywanie promieniavaniaz matera spravadzasie do dwu
procesoéwpochtanianigabsorpcji) wysytania(emisji) Swiatta(fotonéw). Wyda-
jnoSE tych procesowcharakteryzig odpaviedniowspotczynnikabsorpciiy i emisji
n. Sa onetak okreslone,ze na drodzeds promieniawanie 0 nagezeniu / traci
wskutekabsorpcjid £ 4 enegii azyskujed E'r wskutekemisji, gdzie

dEs = (7.7, t)I(---)ds - dSdwdvdt (2.53)
dEp = n(---)ds- dSdwdvdt (2.54)

2.6.2 Grubost optyczna

Jalo sredna droge swobodra fotonu okreslimy droge A naktore"j przy niereal-
istyczrym zatazeniustatychstratenegia absorbavanajestréwnacatejdoptywa-
jacejenengii dF, = dF skadktadacds = A mamyy/A = I zatem

A=— (2.55)
X

Bardziejpopravne rozumavanie rozniczkowe opierasie na uwzglednieniupro-
porcjonaln&cistratdo [ i zauvwazeniu,zedE ~ [ adE4 ~ —xIds i przyréwnu-
jacdl/I = —xds = —df z rozwiazanieml = lye=*/X = I,e=?. WowczasA
jestodlegtoscia naktérej nagzeniepochtaniango promieniavaniazmniejszysie
o czynnike. Przy okazji wprowadziliSmy pojeciegrubdsci optycznejd jako mi-
ary drogi promieniaw jednostkaclsredniejdrogi swobodnejA = 1/x (Rys.2.3).
Czestojestwygodniemierzyc inna grubcse optyczra m nie wzdtuz promieniaale
wzdtuz pewnego wyréznoneyo kierunku,n.p. normalnejdo powierzchniatmos-
fery. Je&sli kosinusnachylenigpromieniado normalnejest . to mamydf = dr/u
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Rysunek2.3: SposéHiczeniagteboloscioptycznej
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i dalej

# = —xds = —df = —dr/p zrozwiazaniem (2.56)
I = Ipe®X=Ie=1Ie /" (2.57)

Tutaj potrzebngest ostrezenie, ze zdarzasie oznaczaniearéwnod jak i 7 tym
samymsymbolemr i tylko z kontekstuwynika o ktéra z wielkosci chodzi.

2.6.3 Fizycznemechanizmyemisji i absormpcji

Jesli wskutekoddziatywanialiczbafotondwi ich wkasndci nie ulegajazmianiea
zmieniasig jedyniekierunekrozchodzeniagie mowimy o rozpraszaniuW prze-
ciwnym wypadku,gdy fotony sa niszczongpochtanianeyv procesievzbudzania
elektronéww atomachmowimy o pochtanianiyabsorpcjixyzeczywistej Wspotczyn-
niki pochtanianiadla absorpcjirzeczywisteji rozpraszaniaznaczymys i o i
ogblniemamy

X=K+o0 (2.58)

Mikroskopowo, na procesemisji sktadag sie dwa procesy: emisjaspontan-
icznado ktorej stosujesie pravo (2.54)i emisjawymuszonappisywanawzorem
(2.53)z ujemra wartdscia y. Dla wygody notacji przyjeto zavszeuwzglednia&
we wspotczynnikuabsorbcjiy. wkitad od emisji wymuszonejtotez w dalszych
rozwazaniachwystarczyuwzglednia tylko dwa procesyokreslonewspétczyn-
nikami x i 7.

2.6.4 Funkcja zrodiowa

Stosunekwvspoétczynnikeemisji do absorpcjinazywamyfunkcja zrédtova S:

s, = (2.59)
Natezeniepromieniavaniaw RT nazywamyrozktademPlancka oznaczymyB,,.
P&niej pokazemyze jestono prostozwiazanez gestécia enegii PlanckaB, =
(¢/4m)u,. W RT procesemisji musibyc w rownovadzedetalicznejz procesem
absorpcji,zatemdla dowolnego kierunkumamy

n, = x»B, 1. detaliczna (2.60)

TenszczgOolny przypadekdéwnowagidetalicznejestzwary pravemKirchhoffa.
Wydajndst oddziatywaniaatomuz promieniavaniemzalezy od stanukwantovego
atomui od rodzajufotonu. Jednakfoton o enegii hv w réwnowvadzetermody-
namicznejniczym sig nie rézni od fotonu o takiej samejenegii bezRT. Zatem
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o ile tylko materiajestw LRT to wspoétczynnikijej oddziatywaniez fotonamio
konkretnejenegii nie zaleza od tego czy promieniavaniejestczy nie jestw RT.
Whiosek: w LRT funkcja zz6dtova musi by¢ taka samajak w RT, zatemjest
funkcja Planckadla danejlokalnejtemperaturyr:

S, =" — B,(T) LRT (2.61)
Xv

Z podobrych povodéwemisjaw LRT i odpaviedniaS muszabyc€ izotropove.
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Rozdziat3

Rownanietransferu i jego
rozwiazaniaformalne

3.1 ROwnanietransferu

3.1.1 Przypadekogolny

Rozpatrugc promien biegnacy wzdtuz kierunkum mamy catkowita zmiare jego
enegii nadrodzeAs
AE = AEp — AEy (3.2)

Podstaviajacwzory (2.23),(2.53)i (2.54)otrzymujemy
AldSdwdvdt = (n — xI)AsdSdwdvdt (3.2)

Podstaviajac

ol ol ol 101

orazol /0s = mV1 otrzymujemy3-wymiarave rbwnanietransferu

(%%—F(W-V)I) =n—xI (3.4)

3.1.2 Statyczneatmosfery 1-wymiarowe

Dla atmosferystatycznej) /0t = 0. Dla ptaskiejatmosferydl /0s = (m - V)I =
p(dl/dz) i rownanietransferuredukujesie do

dI
po =n—x1 (3.5)
Z
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Dzielac stronamiprzez —y i wprowadzagc grub&t optyczra dr/p = df =
—xds = —xdz/u otrzymujemy
dl,
MdT,, N
gdziezapomo@indeksowpodkreslilismyzaleznast wielkosciod czestgciSwiatta
v. Taostatnigpost& r. transferyestuzywananajczsciej. W tej postacipo prawvej

stroniepierwszyczton odpaviadazaabsorpog adrugi zaemisg. Ich wkady d/ 4
i dI do catkowitej zmiary nateeniadl saodpowviednio

I,— 8, (3.6)

dly = —Idr/p = —1df (3.7)
dl; = +Sdr/p = +1db (3.8)
(3.9)

Caltkujat po petrym kacie brytowym 47 otrzymamyodpowviednie zmiary sred-
niego naezenia

dJs = —Jdr /= —Jdf (3.10)
dJy = +Sdr/p = +Sdb (3.11)
(3.12)

przy czymmilczacozatazyliSmy, ze S jestizotropawve, jak to mamiejscew LRT.
Troche bardziejskomplikowanerozwazaniapozwalaja naznalezienie. trans-
feru dla sferyczniesymetryczneptmosfery:
oI dI  1—p?ol
— = U= — skad
0s Mé’r + r Ou )
or 1 —p?ol
— — =n—xI
”87“ + r  Ou X

(3.13)

3.2 Momenty réwnania transferu

3.2.1 Przypadekogoiny

Analogiczniedo ogdllnego przypadkukinetyki czastekz rownaniatransferuw
postaci3-wymiarovej (3.4) jako zeravy i pierwszymomentyotrzymujemyrow-
naniecia"gtoscii zachavaniapedudlafotonéw:

8;;” +V-F,=n,—x.,cE, (3.14)
10F, — _

LOFy | . B, = . F, (3.15)
c Ot



3.2.2 Atmosfera plasko-rownolegta

Momentyr. transferyudl, /dr = I, — S, w atmosferzeptaslo rownolegtej przy-
bierap posta

H
dH, = J,—-5, (3.16)
dr,
dK, = H, (3.17)
dr,

W tej postaciprzy znarym S jestto uktad rownah rézniczkowych nie domkniety,
bo mamy?2 réwnaniaa 3 niewiadomefunkcje J, H i K.

3.2.3 Metoda czynnikéw Eddingtona

Jalo czynnik Eddingtonaoznaczymy

fev = — (3.18)

W przypadkuizotropovym [ = const ten czynnik mawartcst 1/3, co wynika
wprostz (2.31)i (2.33).W ogolnym przypadkyego wartcst bedzieinnai zalezna
od potozeniaw atmosferze.Moznaoczekivat, ze gtebolo w atmosferzeskad
fotony uciekap z trudemi gdzie powstag warunki zblizonedo RT fz, — 1/3.
Podstaviajac do réwnania(3.17) K, = f¥ J,, rézniczkupci podstaviajac do
(3.16)otrzymujemyinna posta& réwnaniatransferu

deEVJV

2
dr?

= J, -8, (3.19)

Jestonoo tyle wygodna,zewystepugpcew nim J, nie zaleza od katow

MetodaczynnikbwEddingtongrzypominanetod: Feautriew tyle, zerozwiazuje
sie w niej rownanierdzniczkowe 2-rzedu. Mianowicie, zaktada@c, ze w k-tym
przyblizeniu f£  jest znanerozwiazujemy(3.19) metoch opisara w paragrafie
6.2.3.0bliczeniamoznarozpoca¢ ktadac /%, = 1/3, jak w przyblizeniuEdding-
tona. Otrzymujemyk-te przyblizenie J* w catejatmosferze Podstaviajactakie
J* doogodlneowyrazeniana S i stosugcrozwiazanieformalne,o ktérychmowa
dalejotrzymamyI*. Stadobliczapccatki (2.28)i (2.30)otrzymamynowe przy-
blizenieczynnikéwEddingtonaf!! i cala operacg moznapowtorzyt. Okazuje
sie, ze taka procedurgjest zbieznai stanavi jedma ze skuteczgch metod nu-
merycztych rozwiazywaniaréwnaniatransferu.
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3.3 Formalne rozwiazaniar. transferu

Ze wzgledunawzajemnesprzzeniepromieniavaniai materiiw atmosferzenie
sposoOhestokreslic zaleznejodtej ostatniefunkcji zrédtovej S bezznajomdci /.
By takie petnerozwiazaniebyto mozliwe trzebabedzieskorzysta z dodatlowego
warunkut.zw. réwnowagi promienistej. Totez podapc tutaj rozwiazaniaréwna-
nia transferuw ktorych S jestz géry zatlazora funkcja maja jedyniesensformal-
nycéwnaniarézniczkowego bezkonkretngo odniesienidizycznayo zagadnienia
transferupromieniavaniaw atmosferze.Rozwazymy szerg rozwiazah formal-
nychdlardznych postaciS. Dla wygody notacjipomijamyindeksw.

3.3.1 Osrodekbezemisji i absormpcji
Ktadacw rownaniu(3.5) y = n = 0 dostajemy
uﬂ =0 = [=const (3.20)
dz
3.3.2 0Osrodek bezabsomcji

Dla optyczniecienkiego obtokugazavegoemitujacegoalepraktycznienie pochta-
niajacego, y = 0 stad

dl s dz
po=n = Iz =1 +/ n— (3.21)
VA 20 1%

Jestto przypadekrealistycziy, stiSle spotykaly w tych mgtawicach gazavych
ktore emitujac linie wzbronionenie moga ich pochtani&, wskutekt.zw. regut
zakazudla pevnych przegt kwantowvych.

3.3.3 Osrodek bezemisiji

Dla osSwietlongyo od tytlu ciemneyo obtoku lub chtodnejwarstwynadgorac at-
mosfeamamyw przyblizeniuS = 0, zatemprzypadeluz rozpatryvary w para-
grafie2.6.2. Wstawiajacdowzoru(3.6) S = 0, catkujaci naktadagc nawejsciu
warunekpoczatkowy I(7) = I, otrzymujemynawy"jSciu

dl

po— =1 I(n)=1L = I(0)= Le m/m (3.22)
.
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3.3.4 Ogoblnerozwiazanieformalne

Zapisupcrownanietransferuw postaci/ — pdI /dr = S | mnazacstronamiprzez
t.zw. czynnikcatkujagy e~7/* mozemyje scatkowat stronamw granicachr, < 7,
bowiem p(d/dr)(e”"/*I) = —e~ /M + e~"/tyu(dI/dT). Dzielac wynik przez
e~ T/H otrzymujemy:

_T2-7m 2 _T1-m d
o) = Im e ™5+ [ e S (3.23)

JT1

3.3.5 Atmosfera pot-nieskohczona

Ktadacdlay > 0 wewzorze(3.23)m; = 7 orazr, — oo Otrzymujemyrozwiazanie
formalnedla ptaslo-réwnolegtej atmosferypot-niestonczoney:

(e}

I(r, > 0) = / e_tTTS(t)% (3.24)

W szczgolndscidla 7 = 0 otrzymujemynatzenie promieniavaniaopuszcza-
jacegyo atmosfege. Podobniedla promieniavaniaidaceo do wnetrzaatmosfery
p < 0, kladacm, = 01 m = 7 przy brakuoSwietleniazewnetrzngo 7(0, u <
0) = 0 otrzymujemy

_ [ 5 g &
I(r.p<0) = / O (3.25)

3.3.6 RozwiazanieBarbier-Eddingtona
Waznym przyblizeniemfunkcji zrodtowejjestfunkcjaliniowa
S(t) =a-+br (3.26)

W wigksz@&ciatmosfeljestonadost dobrymprzyblizeniemuz dlar > 1. Wstaw-
iajac do (3.24) i calkujac przezczgsci dostajemyrezultatzwarny rozwiazaniem
BarbierEddingtona:

oo d
10, 1> 0) = /0 e F(at bT)?T —a+bu=S(r=p) (3.27)

Jestto wazny wynik, sugeru@cy dla ogdlnych ale dosy gtadkich funkcji S(7)
przyblizenienagzeniapromienavanianapowierzchniprzezS(r = u).
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3.3.7 Warstwa jednorodna
Gdywstavimy do (3.23) S = const, 1 = 01175 = T otrzymamy
10, 1) = e # I(T, ) + (1 — e #)S (3.28)

Jesto rozwiazanigransferypromieniavaniaprzezwarswe jednorodgazu.Pier
wszycztonuwzgledniapochtanianieevnetrzngo promieniavanieadrugiemisg
wewnatrzobtoku. W szczgolnascidla I (T, ) = 0i = 1 mamy

100,1) =(1—eT)S (3.29)
S dia T — oo (3.30)
ST da T — 0 (3.31)

Przypadkiasymptotycznednosasie odpaviedniodoobtokupét-niestohczongo
i do cienkego obtoku.

3.4 Przyblizeniedyfuzyjne

3.4.1 Rozwiniecienatezeniaw szergTaylora

Dla duzych gtebolosci = — oo fotony maja minimalna szang ucieczki, zatem
warunkizblizaja sie do RT. WowczasS,, — B, cowynikazeszczgolnego przy-
padkuzasadyréwnowvagi detalicznejzwaneyo pravemKirchhoffa: x, B, = 1,.

Dla wygody notacjiw tym paragrafieopuscimyindeksyr pametapcjednak,ze
az do odwotaniawszystkiewielkosci wystepupcewe wzorachz wyjatkiemy sa
zalezneod v. J&li takto rozkltadagcw szerg Tayloraw tym przyblizeniumamy

S0 = 2 G

n=0

(3.32)

Z rozwiazaniaformalnego po zamianiezmienrychy = (¢ — 1)/ mamy

Joo(t—7)"e” ;T% = u”/o yre Ydy = pu"'n! (3.33)
dB d’B
I(t. ) = S ,nd"B  _ B —— 27 7 4. 34

3.4.2 Momenty

Glebolo w gwiezdziezmiary temperaturyprzebigaja powolii i w sposolgtadki,
zatempochodnemozna oszacwac ilorazamiréznicovymi d"B/dr" ~ B/1".
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Poniavaz n.p. w Stohcux ~ 1 lub wigcejto jego grubcsc optycznar > 10,
zatemwe wnetrzupowyzszyszerg Taylorajestszyblo zbiezny i z duza doktad-
noScia moznago uciac po dwu wyrazach.Obliczajpc kolejnemomentyrozktadu
dostajemy

J(T): B*%%*"' — B (335)
. 1
K(r)= §B 4158+ - 3B 3.37)

gdziegranicedotyca ™ — oo.

3.4.3 Roéwnaniepromienistegotransportu ciepta

Teraz powracamydo indekséwvr. Wielkosci bez indeksuoznaczeag wartasci
wycatkowanepo v. W graniey duzego  mamyH, = (1/3)dB, /dr,
—(1/3x,)(dB,/dz) i dalejkorzystapzzeznanepnalitycznegalezndsci B, (T')
otrzymujemy
1 dB,dT

H,=— — 3.38
3x, dI’ dz (3.38)

Przyblizenie na ktérym opierasie to rownanienazywamy je przyblizeniemdy-

fuzyjnymtransportienenii. Stosujesieonow przypadkumatejanizotropiipromieniava-

nia, gtebolo w atmosferze we wnetrzachgwiazd. Réwnanie(3.38) ma posta
podobra do réwnaniaprzevodnictwa bowiem przewviduje proporcjonalnét stru-
mieniaenegii i gradientutemperatury Wspotczynnikproporcjonalngci D =
(1/3x.)(dB,/dT) nazwiemywspotczynnikienprzevodnictwa promienistgo.

3.4.4 Transport enemii i Srednia Rosselanda
Catkujac(3.38)po v dostajemypodobra posta& dla strumieniabolometryczngo

1 dBdT

H —?)X—RZ—TZ—Z oznaczejc (3.39)
1 dB

1

145 / g (3.40)

gdzieostatniwzor definiujenowawartcst srednanieprzezroczystri y r, zwara
Sredna Rosselanda.Okazujesig, ze jesli za wczasupoliczy€ tablice yr, to w

warunkachstosavalnasci przyblizeniadyfuzyjnego transportenegii sprovadza
sie do zwyktego, skalarngo réwnaniaprzevodnictwa, bezzalezncsciod s i /!
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Godazi sie tutaj omoéwic blizej wtasnaci SredniejRosselandaWidac, ze do
Srednieg najwieksawagawchodate przedziatyczestscei,gdzienieprzezroczys-
to&€ jestmataa strumien Planckaduzy. Moznato wyjasnic na przyktadziepomi-
aruprzeptywuwodyw potoku.Dla Srednigjo przeptywuobszarykorytazardgsniete
sitowiem lub wreczzatamaevaneprzeszkdaminie saistotne. Licza sie warunki
tam, gdzie potok ptynie wartko, gdzie brak przeszkod. Bardziej bezpGrednia
analogiadotyczyoporuwupadlowego opornikowlaczorych réwnoleggle. Podob-
nie w widmie rozneprzedziatyr stanaviaréwnolegte kanatytransportuenenii.

3.5 Operatory i catkowa postac r. transferu

3.5.1 Caltkowa funkcja wyktadnicza
Catkowa funkcje wykadnica E,,(x) nazywamy catke

E,(z) = /1 T et — ! / T ettt (3.41)

Dla duzychx w pierwszejpostacitylko funkcjawyktadniczaulegaszybkimzmi-
anomz ¢, zatemmamy przyblizenie E,,(z) — [ e *'dt. Zamieniagc zmi-
enra catkowanianay = xt znajdujemyF, (z) — e */z. Natomiastz drugiej
postaciwstaviajac zamiastt—" wartcsC maksymaliq =z~ znajdujemyoszace-
anieE,(r) < e */x. Pozostatavtasnaci E,, wynikaja z prosteo rézniczkowa-
nia po parametrzéub catkowaniaprzezczescijednejz postacicalki:

E.(z) — = . dla x — oo (3.42)
E,(z) < :e; (3.43)
B, (0) — nil (3.44)
El(x) = —E,_1(x) (3.45)
E.(x) = nil[e_x—xEn_l(m)] (3.46)
Fo(z) = e; (3.47)

3.5.2 Operatory momentow

W tym paragrafieozwazamytylko promieniavaniew jednejczestdascii opuscimy
indeksyv. Dla atmosferyp6t nieslohczonejrozwiazanieformalner. transferu
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Rysunek3.1: Geomeria(po prawvej) i pochlanianie(po lewej) promieniavania
generevangyo przezzrodtarozmieszczong atmosferze

przybierapost&

F s@erls 4L m>0

1(w>—{ = swel A (3.48)

Przy tym wynik zalezy od catej funkcji S(-) a nie tylko od jej jednejwartcsci
S(7) (Rys. 3.1). Takarelaci funkcji algumentus i funkcji wyniku I nazywamy
operatoremGdy wynik zalezy liniowo od agumentuto operatotjestoperatorem
liniowym. Catkowaniei rozniczkowanie sa szczgolnymi przypadkamiopera-
torow liniowych. W operatoractcatkowych funkcje pod catka przyjeto dzielic
na argumentoperatoraw tym przypadkusS i pozostal&c zwara jadremopera-
toralub jadremcatkowym. W naszymprzypadkujadroto e~ 1=7)/x /. Zwykta
zaleznast algebraicznalwu funkciji jestprzyktademtrywialnej postacioperatora.

Catkujac po katachrozwiazanieformalne otrzymujemyJ(7) jako operator
liniowy dziatajpoy naS(7). Operatorten nazywamyoperatorem\. Podstaviajac
(3.48)do definicji J i zamieniagcw drugiejcatcey na—p mamy

J(T):%/jl[dﬁzéUfodt/()ld?qu/;dt/_ol %1 S(t)e"%q

S 1 t—1
— l/ dtS(t)/ dp -1
2 Jo 0 M

AlS]
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Calkapo ;. dajesie wyrazic przezE; (|t — 7|). Podobniedla H i K definujemy
catkowe operatoryliniowe ¢ i X. Popodobrych przeksztatceniacctila wszyst-
kich 3 operatorowotrzymujemy

AS] = J(taw) = LY Tde = % [ s@B (e -rha (349

S| = Hitau) = L /1 Tudy — % Um —“ S(t)Es(|t — 7])d(3.50)
X[S] = K(taw) = L /!, Tudp = % [T sB(e—rhar @50

Jadratych operatorowwyrazaja sie przezfunkcje £,(| - |). JadroA jestprzed-
stavione naRys. 3.2wraz z jadremE,(| - |) operatoranagzeniapromieniava-

nia z wzoru (3.48) dla réznych katéw Fizycznainterpretacjaszeroksci jadra,
n.p. jego szerolosci w potowie wysokosci to zaseg zrodetpromieniavaniaktze

okreslaja dama wielkost. Widzimy zatem,ze Srednienagzenie J jestokreslone
przezstosunkwo blisko potozonezrodita. Najwiekszyprzedziatr zajmug zrodia
okreslajace I (T, = 0). Moznato zrozumi&, gdyz przy zadanejnieprzezro-
cystasci do najdalszychwarstwsiega promieniavanieidaceprostopadle Zrédta
naezeniadla y < 0.4 sajeszczebardziejzlokalizovaneniz tedla J.

3.5.3 Reprezentacjadyskretnych warstw

Dla praktycziych zastoswanh operatoréwliniowych deg/dujace znaczeniema
fakt, zeich dziatanienafunkcjachokreslonych nadyskretnunzbiorzeargumen-
téw moznawyrazic przezmnazenieprzezpenvna macierz. Takie przyblizeniew
petninadajesie do obliczen. Fizycznieoznaczao, ze ciagla atmosfee rozbijamy
na pewna ilost cienkichwarstwjednorodiych. Jesli sktadavymi wektoraS sa
wartosci funkcji S w kolejnych warstwacha wektoraJ sredniewartcsci naeze-
nia e tych warstwach, to operatorA moznaprzedstait zapomo@ macierzyA,
takiej, ze B

J=AS (3.52)
Poréwnug@c ze wzorem (3.49) przelonujemy sie, ze elementymacierzy A sa

wartcsciamijadra 2, dla ré6znych agumentéw Dziatajac maciera A na zero-
jedynkowy wektorbazykartezjaskieje; otrzymujemyi-ta kolumne macierzy:

N =Ag (3.53)

To réwnaniemoznazinterpretovat w tensposob ze kolumnaA,; podajerozkiad
J w atmosferzeav ktérej zrédto promieniavaniaznajdujesie jedyniew warstwie
i-tej.
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Rozdziat4

Prostemodeleatmosfer

4.1 Atmofera szara

4.1.1 Momenty r. transferu

Atmosferaszarao atmosferav ktorejpochtanianienie zalezy od v, i od potozenia
czyli

Xy = X = const (4.1)
W rzeczywistychatmosferachigdy nie jestto spetnionealew goracych gwiaz-
dach, gdzie dominujerozpraszanierhomsonavskie na elektronachi w Stohcu
gdzieduzy wkiad daje H~ zaleznasC nieprzezroczyskri ciagtejw duzej czesci
widmajestdosyt gtadka.

Wygodniebedzierozwazat catkowity transportenegii, wycatkowary po v.
Wielkosci bezindeksur beda tutaj oznacza wielkosci catkowite, wycatkowane.
Z zeronvegoi pierwszgomomentudwnaniaransferuvycatkowanegopor (3.16)
I (3.16)mamy

H
d— = J-5S (4.2)
dr
dK
- - H (4.3)
dr

4.1.2 Rownowagapromienista

Poniavaz atmosfergeststatycznanie mazrédetenenii to catkowity jej strumieh
wszedziemusi by€ ten sam,czyli H = const skad J = S. Jestto warunek
rownovagi promienistejodmianaprava zachavaniaenegii. WLRT S = Biz
(2.49)mamy

S(r) = J(r) = B(r) = oTH(r) (4.4)




4.1.3 Funkcja Hopfa

Staly strumieh moznaprzyrown& do strumieniaz c.d.cz.o pevnejtemperaturze
1.
4rH = F = o1} = const (4.5)

Jestto definicjaT, zwanejtemperatua efektywra. Jestonastatymparametrem
atmosferytak jak F'. Temperaturaefektywnanie jesttemperatug powierzchni.
Ta ostatniato 7'(0). Jesli H = F/4mw = const to mozemy scallowat rownanie
dladrugiego momentu
F

(tr+C) (4.6)

K= —
4m

gdzieC jeststal catkowania.
Jakwiemy, gtebolo, w granioy 7 — oo fotony maja mate szansaucieczkii

atmosferablizasiedoRT, zatemJ — K /3 czyli dowartdscidlapromieniavania

izotroponvego. Zatemmoznanapis&

J(7) %(T +q(7)) gdzie 4.7)

q(r) — Cda 17— 0

Funkcjag nazywa sie funkcja Hopfa. Moznapoda& réwnaniecatkowe ktérego
jestonarozwiazaniemWyrazajac.J zapomo@ operatora\ (3.49)otrzymujemy:

1 foo
J(r) = AlS| = AL = 5 /0 J(8)Ex (|t — 7|)dt 4.8)
Podstaviajac(4.7)i upraszczac statemamy

ran) =5 [+ a®)E (e - Tt (4.9)

Dalejprzedstavimy bardziejpraktycznesposobyznajdavaniafunkcji Hopfa. Tu-
taj ograniczymysie do podanigpodstavowej jej wkasndci: jestto funkcjamono-
toniczna,zmieniapcasie w przedziale

1
= 0577 < < 0.710
7 q(T)

0 <7 <
Dla znanejfunkcji Hopfa mamytez J = S = B i zalendst T'(7). Natezenie

I moznaznalet z rozwiazaniaformalneyo (3.24)i (3.25),a stad wszystkieinne
potrzebnewielkosci.
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4.2 Rozwiazaniadla atmosfery szarej

4.2.1 PrzyblizenieEddingtona

PrzyblizenieEddingtonabpierasie nazatazeniu,zew atmosferzezarejestmiedzy
parzystymimomentamK i Jjestspetniory taki zwiazekjak w przypadkuzotropovym:
1
K=2J (4.10)
Z poréwnaniarozwiazah dla momentowr. transferu(4.6)i (4.6) wynika, ze w
tym przyblizeniug = C = const zatemzaréwnofunkcja zrodtova jak i srednie
nagzeniesa liniowymi funkcjamir:
3F
=J=— . 4.11
S=J pp (r+0C) ( )
Zatemstosujesie tu rozwiazanieBarbierEddingtond otrzymujemygotowy wzor
narozktadkatovy nakezeniapromieniavanianapowierzchni:
3F
10, p) = S(n) = —(p+ C). (4.12)
W oparciuo znanenaezeniemoznawyznaczy strumieh F' i w tensposolustalic
dotad nieznam wartcst statejcatkowaniaC'
4w 1 3F 3F /1 C
F=4gH =" [ — == (4=
=5 )y am O rdn=5 (3+2>
Z przyréwnaniaobu stronmamyC = 2/3 ~ ¢(7). Wstaviajac te wartost do
powyzszychwzoréwnasS oraz! (0, x) otrzymujemywyniki przyblizeniaedding-
tonaw postacianalityczne;j:

(4.13)

o 4
B(r) = Sr)=J(r)="7=(r+3) (4.14)
100 2 3
[(O,1> = g‘l—gu (415)
4 3 4 2
T~ L (r ) (4.16)

Ostatniez réwnah otrzymalsmyz réwnania4.14po podstavieniu B = oT* /7 i

z definicji temperaturyefektywnej i’ = o7}, odpoviadapcejzwiazkowi F i T,

dla c.d.cz. Réwnanie(4.15) opisuje zjawisko pociemnieniabrzegowego. Jest
ono pogladavo zilustrovanena Rys. 4.1 a spovodowvane jest przy patrzrniu
pod duzym katemwidocznosca tylko ptytszychi chtodniejszychwarstw gdzie
f.zrédlova mamniejszawartcst. cor
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4.2.2 RozwiazanieChandrasekhara

RozwiazanieChandrasekham@pierasie naprzedstavieniu catki pokatachw postaci
dyskretnejako sumydla 2n katéw Jakwiadomow granig/ n — oo takie przed-
stawienie catekjest scistezatemrozwiazanieChandrasekhanmoze postuzy¢ do
znalezieniadoktadngo rozwiazaniadla atmosferyszarej.Podstaviajacwarunek
réwnowagi promienistejS = J bezp&redniodo rownaniatransferumamy

({Hi n
/’LiE =1 - Z a;l; (4.17)

j=—n

Przytym zamiastcatki J = S podstavili Smy odpoviednia surre w ktore"j wagi
a; oraz kosinusykatow ,; satak dobraneby wyniki dla catek funkcji stateji
liniowej byty Sciste:

1

1

W rzeczywistéci 4n statycha; orazy; moznawybret tak by wyniki byty Sciste
dla catekwszystkichwielomiandwy. az do stopniadn — 1. Takie przedstaienie
catleksumaminazywa sie kwadraturamiGaussa jestomavianew podrecznikach
metodnumeryczych n.p. Ralston(1965)Presi in. (1992). Z symetrii naszej
catkiwynika,zea_; = a; orazp_; = — ;.
Rownanie4.17posiadaozwiazanieszczgllnepostaci

L=Q+pm+rt (4.20)

gdzie() jeststal. Spravdzamyprzezpodstavieniedo (4.17).Pamietapco (4.18)
i (4.19)otrzymujemydlaobu strony; = @ + p; + 7 — Q — 7, czyli rownaniejest
spetnioné jestto istotniejego rozwiazanie.R6wnanie4.17 moznazapis& wek-
torowo w znajomejpostaciréwnaniarézniczkowe pierwszgo stopniai o ro"wnie
znajomymeksponencjalym rozwiazaniuogélnym:

I = — . .

g— — MT zrozwiazaniem (4.21)
-
T — Tekr (4.22)

Podstaviajacdo réwnaniajego rozwiazanieogolnedostajemywaruneknak:
kL =ML (4.23)

Jestto tak zwanezagadnieniaviasne.W odré&nieniuod przypadkuskalarngo,
w przypadkuwektoravym mamy 2n rozwiazah dla k i ostateczneozwiazanie
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ogolnejest kombinacg liniowa rozwiazah dla r6znych k. Liczby & nazywamy
wartasciamiwtasrymi aodpoviadapceim wektory L wektoramiwtasrymi. Samo
rownanietransferuma symetre gora dot, wyrazajac sie na niezalendsci od
znakur, zatemi wartosci wkasnek musza wystepavat paramirdzniac sie tylko
znakiem. Skutecznametodyszukaniawartcsci i wektorowwiasrnych dla danej
macierzyM opisanowe wspomniagch podrecznikachRalstona1971)i Press
in. (1992).

Asymetrig w zagadnieniuransferuwprowadzag warunki brzegove. Jalo
wewnetrzry warunekbrzegowy przyjmujemydazenierozwiazaniado liniowego
rozwiazaniaEddingtonaWiadomobowiem, zew gtebipole promieniavaniajest
prawie izotropove, co doktadnieodpoviadazataeniomEddingtona.Mamy za-
temdlak > 0 L = 0 i rozwazaniemoznazapis& jako:

[i = b(@ + 1273 + 74+ Z C’jLije*kﬂ) gdZiekj > () (424)

Jj=1

natomiasb moznawyznaczy z warunkunastrumieha() i C'; sastatymicatkowa-
nia. Rozpatrugcdoktadniejsymetre zagadnieniavtasngjo moznaznalec anali-
tyczna post& wektorowwiasrych. Opuszczajcrachunkipodamywynik

3P

= T[Q + i+ 7+ Li(1+ kju)"'e™™7] gdziek; > 0 (4.25)

i=1

I;

Do wyznaczenia zennetrzngo warunkubrzegowego
L0, <0)=0 (4.26)

pozostag state) orazL,. W tym celunalezy rozwiaza& odpaviednialgebraicziy
uktad réwnah liniowych powstaty z wstawieniar = 0 do prawych stron (4.25).
Majac wyznaczoe analityczniel;(7) wstaviamy je do dyskretngo wzoruna ./

i funkcje Hopfa ¢(7) otrxymujemyjako czgs€ nieliniowa wyniku. Okazatosie,
ze w ten sposobnie tylko moznaznale¢ doktadnewartdsci ¢(7) ale dokonanie
odpawiednichprze"jgt w granio/ n — oo umazliwito Hopfowi odgadngcieanal-
itycznejpostacifunkcji nazwanejjego imieniem. Jestonajednaknatyle skomp-
likowana,ze prosciejw rachunkaclkestuzyt rozwiazaniaChandrasekharaVarto
tuwspomni&, zeréwnolegledo Chandrasekhara USA analogiczneozwiazanie
zagadnienigransferyak rozwinat polskiastrononttefanPiotrowski, leczz powvodu
szalegcejwojny nie mogtoonoby¢ szerzejppublikowane.

4.2.3 Widmo atmosfery szarej

Zaktadagcw atmosferzeszare]LRT mamyfunkcije zrodtova

S,(r) = B,(T()) gdzie T* = ZTj(T +q(r) (4.27)
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Rysuneld.2: Widmo strumieniaenegii w atmosferzezareparéznychgtebolos-
ciachoptyczrych r

Znajac q lub jej przyblizenieznamy S, zatemwidmo atmosferyszarejmozemy
znal&c€ n.p. z operatorevej postacirozwiazaniaformalneyor. transferu:

F,(r) = 4nH, = 21 Um _ “ BJ(T()Es(|t —7))dt  (4.28)

Rachunkiwygodniejestprzepravadzic w zmienrych bezwymiarevych

= oraz Fo _ B(r)dv
KT, F  F da

o (4.29)

Wyniki przedstaviononarysunku4.2. Dla r = 0 ksztalttwidmajestistotnierézny
odwidmac.d.cz.Dla 7 = 2 r6znicamalejedo grubdscikreskinarysunku4.2.
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4.3 Atmosfera prawie szara

Zatozenieatmosferyszarejestzbytnierealistycznehy zajej pomo@modelavat
widmagwiazd. Jaksie okazatojednak,z réznic pomiedzypravdziwym widmem
a widmemszarymmaoznasnlE wnioski o rodzajunieprzezroczystci w atmos-
ferzegwiazdy By to pokaz& najpierwrozpatrzymybardziejrealistyczneprzy-
blizenieatmosferyprawieszaej. W atmosferzgrawie szarejdopuszczamyylko
mate odchyleniawspoétczynnikaabsorpcjix, od jego wartcsci = usrednionejpo
v. Moznazatemprzyjac, ze

k, =R(1l+ 3,) gdzie (4.30)
5, <1 P _y (4.31)
or
RH — / e H, dv (4.32)
JO

W ostatniejréwndsciw okreslilismyjako Srednawazoma H,,.
Podstaviajacdo rownaniatransferuotrzymujemy

ol, kK,
1 = E(L’ —B,)=(1+p5,)(I,—B,) (4.33)

Widat, ze w tym rownaniuwyraz 3,)(1, — B,) jestmaty. Rozwiazemyr. trans-
ferumetodakolejnychprzyblizeh, zaktadaaczzetenmaty wyrazmoznaprzyblizy¢
jego wartascia wyliczona z poprzednigo rozwiazania.Zaczynamyod przyjecia
3,1 = 0 co odpoviadaatmosferzeszare"jdla ktérej znamyjuz rozwiazanie
I, W nasgeprym przyblizeniu ktadziemy 3,1V ~ 3,I(?). Podstaviajac do
(4.33)mamy

oI
v o— ]() B, 7O _ B
= + B (I v)
o1
= IW — B, + 8,u—~ 4.34
p + i (4.34)
Catkujac stronamipo dvdp otrzymujemy
HO
0=20" _ ;0 _p, —/ dv 3, HO (4.35)
a?

Lewa stronaznika na mocgy réwnowagi promienistej. Ostatniwyraz po prawvej
stroniemoznaznakz¢ z warunkudla sredniejr:

"H — / (14 8,)HOdv = ®H + n/oo 8,)HO dv (4.36)
0
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Stadwynika, ze ostatniwyrazw (4.35) znikai
JY = B(7) (4.37)

zatematmosferanastruktue identyczra z atmosfea szaa.

Rdéznicapomiedzyszar i pravie szag atmosfea ujawnia sie przy oblicza-
niu widma. Mianowicie dla znalezieniaF,, we wzorzeanalogiczym do (4.28)
catkowanienalezy wykonat po odpaviedniejgrubdscioptycznejt,. Zamieniac
zmienra catkowaniana7 gdziedt, = (1 + (3,) wracamydo wzoru (4.28) pom-
nozonego o czynnik 1 + 3,. Zatemwidmo atmosferyprawie szarejbedziesie
rézni¢ od widmaatmosferyszarejwtasnieo tenczynnik.

Autor modeluatmosferyszarej,Chandrasekhauzyt go do wyznaczenias,
dla widma ciagtego Stohca. Otrzymatzaleznast wspotczynnikaabsorpcjiktora
nie pasavatado zadngo zeznarychatomowpospoliciewystepupg/chnaStoncu.
W tym momencieprzyszty noblistapokazatiwi pazur: przyjat, ze za ta czes€
absorbcjiodpaviadanie znanaodmiananajpospolitszgo na Stohcu wodoru. O
pieragcsie naznarychjuz rachunkactkwantovychdlaatomuheluwykonatana-
logicznerachunkidla protonuz dwoma elektronami. W oparciuo te rachunki
wykazatzetaki twér, zwary ujemrym jonemwodorovym (H ~) moze byt trwaty
i powodujeabsorpa o ksztetie odpaviednimdo observowanego 3,.

4.4 Atmosfery nieszare: grzaniei chtodzenie

4.4.1 PrzyblizenieBarbier-Eddingtona

W atmosferacimieszarychmamynadalspetniory warunekréwnowagipromienis-
tejJ = S = BaleJ, # B,. Namocgy przyblizeniaBarbierEddingtona(3.27)
1,(0, ) =~ B,(u). Calkujgcpo potsferzemamy

1

J,(0) =~ §Bl,(1/2) oraz (4.38)

S,(0) ~ B,(0) (4.39)

Ponievaz temperaturaoSnie z 7, zatem.S,, ma maximumw nizszychczestd-
ciachniz J,. Z rébwnowagi promienistejwynika, ze pola pod obu krzywymi
sa jednalowe, zatemmusz sie przecin& gdzies pomiedzyswoimi maximami
(Rys. 4.3). Stad w niskich czestgciachS, > J,, | powierzchniaatmosfery
wySwiecawiecejenegii niz pochtania(patrz3.10i 3.11),mamychtodzenigrzez
wypromieniavanie.W wysokichczestaciachestodwrotnie mamygrzanieprzez
pochtaniangromieniavaniedochodzaceoddotu. Warunekrownowvagipromienis-
tej wymagaby te dwa procesysie znosity, czyli mamy réwnowvage grzaniai
chtodzenia.
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4.4.2 Skokowe pochtanianie

Nieciagtost zaleznasci pochtanianiaod v moze wptywat na réwnowvage grza-
niai chtodzenia(Rys. 4.4). J&li z gladka zalezndscia y, mamynapowierzchni
réwnovage przytemperaturzéy, to zeskokiemnieprzezroczys&ciprzy v, mamy
T()”:

/ S Jdv = [®B,(Ty)dv gladka (4.40)
JO

/ Ty = Jo? Bu(Ty")dv  skok (4.41)
Vo

Ale namocgy przyblizeniaBarbierEddingtona

J, ~(1)2)B,(T(r = 1/2)) (4.42)
T~ (1/2)BT(" = 1/2)) = (1/2)B,(Ty) (4.43)

bo ze wzgleduna dodanieskokowej nieprzezroczystrigdy 7’ = 1/2to 7 <
1/2. Podstaviajac(4.43)do (4.41)dostajemy

1 [e%e)

5 | BTy = /‘Oo B,(T,")dv skok (4.44)
Jug JO

Aby nadrob€ czynnik 1/2 i wezszegranicecatkowaniafunkcja podcatlowa po
lewej stroniemusi by€ wiekszao ile rownaniemazachodzt. ZatemT;, > T;".
Pojawienie sig skoku nieprzezroczystxi prowadzido ochtodzenigoowierzchni.
Rownoczéniew gtebszychwarstwachdodatlowa nieprzezroczystt zmniejsza
efektywry wspotczynniktransportuciepta(3.38),zatemdla transportuzadango
strumieniapotrzebastromszgo gradientutemperaturu gtebszewarstwyulegaja
podgrzaniuTenefektorazomowiory w par. 4.4.1efektgrzania/chtodzeniprzez
promieniavanemoznadostrzeav wynikachrachunkéwmodeluatmosferynarys.
4.5i1 4.6.

4.4.3 Efekt przestaniania(blankettingu)

Dosyt niedavno zauwazono, ze stabelinie od mniej obfitych pierwiastkow(n.p.
Fei Ni) tez moga miec istotny wplyw natransferpromieniavaniaato dzigkiich
olbrzymiej liczbie przekraczajcej 10° (Anderson***). Zwiazary z nimi efekt
nazywa sie przestanianienfub blankettingiem

Przy takichilosciachlinii moznaje uwzglednia tylko w jakis przyblizory,
statystyczg sposéb Opracavane metody zasadzaj sie na podzieleniucatego
widma nakilkadziesat przedziatéwi w kazdym z nich przyjeciajakiegos prost-
szego rozktadunieprzezroczystxi po diugascachfal ale o podstavowych wias-
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Rysunek4.4: Nieciagtost w widmie pochtaniania
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Rysunelk4.5: Wynik obliczen dlaatmosferynie-szarejW gornych panelactprze-
bieg temperaturyi wyctkowanejpo czast&ciachfunkcji zrodiovej B orazsred-
niegonatkzenia/. Ich zgodn&E Swiadczyo zachavaniuréwnowvagipromienistej.
Pozostaleaneletu i narys. 4.6: rozktad B, oraz.J, dlawybrarych czestsciv.

Zauwez grzanieprzezpromieiovanie(J, > B, ) dlaX = 200nm orazchtodzenie

dlafal diugich.
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nosciachstatystyczgch takich jak pravdziwy rozktad nieprzezroczysti. Ist-
nieja dwie takie metodyuwzglednienigblankettinguw rachunkachgpartenahis-
togramienieprzezroczystxii nalosovym prébkowaniuwartcscinieprzezroczys-
toSci. W pierwszejz nich jako nieprzezroczystt wybiera sie pewvna gtadia,
czestomonotoniczm na przedzialefunkcje czestacei, ktérej histogramwartdsci
jesttaki samjak histogranrealnejnieprzezroczys&ri. N.p. w takiej samejczesci
przedziatuobie funkcje przyjmuja wartcsci wiekszeniz 10~ e¢m?, podobniedla
10~ ¥em?, it.d. W drugiej metodzielosowvo wybieramukilkadziesat dtugasci
fali w przedziale tacaa je tamara przyjmujemyza nieprzezroczyste. Ocy-
wiscietakatamanabedziemiataznaczniemniej maksimow(linii) niz pravdziwa
nieprzezroczystt, alew granig/ duzejiloscilosavan histogramysztucznej re-
alnejnieprzezroczystiwinny byt bliskie. W praktyce gdy zadamytakiejsame;j
doktadn@ci metodaosowvah jestpowolniejsza.Potrzeby do rachunkéwkatalog
ponad?2 10 linii widmowychzostaisporadzoly przezKuruczai wspotpracan-
ikdw.

Efekt przestanianiana podobry wptyw na struktue atmosferyjak dodanie
skokowej nieprzezroczysri: utrudniagc transportpromieniavania wymusza
stromszygradientemperaturypodgrzevajacgtebszevarstwy W zagoniezjawisko
takieokreslasie stowembackwarming,comoznarozumiet jako podgrzaniezaplecza
llustrac tego zjawiska przedstaiono narys. 4.8. Dodaniew atmosferzeszarej
pochtanianiaw liniach powodujeprzestanianie znaczniestromszygradienttem-
peratury Natomiastdodaniedo modelujeszczerozpraszaniav liniach powoduje
zmniejszeniggradientu,bowiem rozpraszaniav skrzydtachumazliwia ucieczle
fotonow z gtebszychwarstwatmosfery Wyglad widmaw atmosferzechtodnej
gwiazdyz silnym przestanianienprzedstaviono narys. 4.9. Moznatamtez za-
uwazyc, ze promieniavaniewychodzacejestpodgrzanavzgledemmateriifotos-
fery.
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Rysunek4.8: Zmianaf. Swiecania(zatemi temperatury)z gteboloscia w at-

mosferzeszarej, LTE z uwzglednieniemlinii absopgjnych oraz z dodaniem
rozpraszaniav liniach.
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Rozdziath

Odziatywanie promieniowania z
materia

5.1 Rownowagapromienistaarozkiad temperatury

Juz wezesniejprzy okazjidyskusjiatmosferszarej efektoww atmosferacimieszarych
okazatosie, ze ustalenierozktadutemperaturyl’(r) w atmosferzewiaze sig ze
spetnienienwarunkuréwnowagi promienistej/ = S, inaczejwarunkuzachava-
niaenegii. Oméwimytutajkilka metodpraktyczrychpozwalajpc/chnaznalezie-

nie rozktadu7' (7). Wszyskieone opierap sie naiteracjachpolegajag/ch na za-
lozeniuT'(7), n.p. z rozwiazanigEddingtonaznalezieniurozwiazaniar.transferu,
znalezienigpopravek do rozkladutemperatury nasgpnejiteracji, az do uzyska-

nia zadavalajacejzbieznascirozwiazan.

5.1.1 lIteracje lokalne

Niech T'(7) oznaczgprawvdziwy rozktadtemperaturyw atmosferzea 7y(7) jego
wyjsciowve przyblizenie.Chcemyznaléc funkcje popravek AT taka, ze T'(1) =
To(T) + AT. Przy takich oznaczeniactwarunekréwnovagi promienistejma
posta& y.J = xS lub

j;:)o XUJl/dV = / XVB,/(TO + AT)d]/ =
Vo

0 o] BV
/ Xo By (Ty)dv + AT/ X,,—a dv
0 0 dT

Przyczymostatnienvyrazenieotrzymalbmyz szergu Taylorafunkcji podcatiowej.
Rozwiazupc mamywyrazenienapoprawki

AT _ f(;)o Xv [Ju - B,,(T(])] dv

o0 0By
f() Xl/ dT d’/

(5.1)
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Wada tej metodyjestfakt, zedlar — oo AT — 0 bo J, ~ B,. Efektywnie,
nakazdym kroku popravianesa warstwyo gtebolosciwiekszejtylko o AT = 1
niz poprzedniopo z przyblizeniaBarbierEddingtonanatakim dystansie/, i B,
moga sie istotnierdznic. Nie nadajesie onazatemdo praktycziych rachunkow
jestzawolna.

5.1.2 Metoda Unsoelda-Lucyego

MetodaUnsoelda-Lugegojestnajprostsachat nie najszybsaz dost wydajnych
metodby je stosavat. Bedziemyrozpatrywat osobnarozpraszaniépochtanianie
rzeczywistezatemnapiszemyy, = k, + o, i rownanietransferyako

dl,
_K = (ky +0,), — kK, B, — K, J, (5.2)
p dz
LiczacOi 1 momentmamy:
1dH,
— = Kk,J, —Kk,B, (5.3)
p dz
1dK,
_— = v v HI/ 5.4
de = ) (5.4)
Dalejwprowadzamy3 nowe Srednienieprzezroczysti:
kpB — / o Bydv (5.5)
2
- / Y ko dy (5.6)
J
kpH = / e Hydv (5.7)
2

Wprowadzagc grubat optyczradr = —kppdz i catkujac rownaniamomentow
po dv otrzymujemy

dH

- By (5.8)
dt Kp

dK

ah - _ R g (5.9)
dr Kp

Interpretacjanomentu0 jestprosta:gdy J # B t0 k; # kp zatemH # const.
Terazcatkujemydrugiez rownah i korzystamyz przyblizeniaEddingtonal(r) =
3K (r) oraz J(0) = 2H(0), (2.34)i (2.35). W tensposohotrzymujemy.J. Pod-
stawiajacdo (5.8) otrzymujemypopravione B:

K(r) = /0 "R g (hdt+ © gdzie C = %H(O) (5.10)

Rp
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J(r) = 3 /OTZ—;IH(t)dt+2H(O) (5.11)

H
B(r) = g A _ Ky

T Ry dH
_at 3/ BH g ydt 2Ho}—— 5.12
Kp dr Kp 0 (£)dt + (0) dr ( )

Kp

Bioracrozniczke tego ostatnigo rownaniaotrzymuje wzor napopravki

dAH
dr

AB(r) = 22 |3 [ A (@it + 20H(0)] -

(5.13)

przy czymroznice AH = H(t) — Hy odnosa sie do roznicy H z ostatniejit-

eracjimodelui zadaneg gory wartcsci strumieniaw atmosferzet, = F/4r =

oT?}/4r. Znajaczalezndst B(T) z popravek A B mamypopravki AT = AB/(dB/dT).
Popravki Unsoelda-LugegoosiagapznaczneavartcscizarOwnonapowierzchni

jak i w srodkuatmosfery Jesttak bo trzy wyrazy po pravej stronie przyjmuja

nasgpugcewartosciw granie/ 7 = 0, oo:

wyraz- I [l 1
powierzchnia znika  nielokalry w.brzegowy lok.popravka
wnetrze dominuje ” maty

W ten sposoélzapevnionajest dostateczniszybkazbieznasc we wszystkich
warstwachmodelu.

5.1.3 Metoda Avretta-Kr ooka

MetodaAvretta-Krookapoleganaréwnoczesym popravianiuskal7 i 7. W ten
sposohbszybciejosiagasie modelw rownovadzepromienistes.W tej metodzie
szukamyzatemzarownoA7T jaki Ar. Podobnigak poprzednigotrzebnevzory
wyprowadzasie z momentéwr. transferu,ale ze wzgledu na rézniczkowanie
po dwu zmienrych rachunkisa bardziejzmudne. Ograniczymysie do podania
ostateczych wzoréw bezich dowodu. Popravki A7 otrzymujemycatkujac nu-
merycznieréwnanie

dAT oo [, 94Xy Hy
AT A [T a g, 5.14
ar ST mx, ™ ( H(7)> (5.14)

Majac AT wyznaczamy\7’ z nasgpupceyo wzoru:

AT(r) = {(1 + %) ./ooo X, (1= p,)(Jy — By)dv+

~ [dX, d
+ AT/ l 1-p,)— Xyﬁ (J, — B,)dv+
0




~ 8B, |
X Uo X1 =p,) Grtdv|  gdzie (5.15)

T = Ty
X - XI//XI/()

o Oy Oy
pV B Hl/ + O—I/ B XV

natomiasbp,, X,, J,., H,, B, sawzietez poprzedniejteraciji.

51.4 Inne

Konwekcjamoze odgrywet role w transporcieenegii w atmosferzeydy gtebolo
pod fotosfer jonizacjajest czeSciova. Taka sytuacjazachodziw gwiazdach
chtodrnych. Wéwczaswarunekzachavaniaenegii mapostac

Fronw + Froa = I = const (5.16)

NatomiastsamoF;.,; # const. Przyobliczaniuf,,,, korzystasie z t.zw. teorii
drogi mieszania ktorejmowaw wyktadziefizyki wnetrzgwiazd.

Istnieje jeszczeinna metodawyznaczanidl: Rozwijamyw szerg Taylora
wszystkierownaniamodeluatmosferytaczniez funkcjami materiatavymi, uci-
najac nawyrazieliniowym. W ten sposébdostajemygigantyczly uktad rownan
liniowych napopravki wszystkichpaprametréww tymi 7. Jestto t.zw. metoda
catkowitej linearyzacjirozwijanaprzezMihalasai in. Byta onadoSt popularna.
Jejwada wobecmetodbardziejws"potczeskich jest konieczn@t analityczngo
rézniczkowaniai zaprogramwaniaznacznejlosciwyrazéww réwnaniach.

5.2 Fizyka oddziatywaniapromieniowaniaz materia

5.2.1 Profile linii
Nieprzezroczystst w linii w funkcji cestécibedziemyprzedstaviac jako
k(Aw) = ke®P(Aw) gdzie (5.17)
1 = /:odJ(Aw)dw jestunormavaniem

parametrs, = [ k(Aw)dw nazywamy Sredna nieprzezroczystcia w linii a

Aw = w—wy jestodlegtosciaodSrodkainii w czestadcikotowe). Nieprzezroczys-
toSC w centrumlinii jestx(0). Szerolost linii Aw moznaoszacwat z warunku

k(0)Aw ~ ko. Tenprzykiadilustrujerézniog w mianachk i £(0).
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Profile nieprzezroczyst&ri w linii moga zalezet od wiele réznych efektéw
fizyczrych. Na szczScie okazujesie, ze pospolitemechanizmyokreslajacete
profile prowadz tylko do dwu podstavowych ksztattow Dlatego oméwimyje w
pierwszejkolejnadsci.

Profil Lorentza

Prostymklasyczrym obrazemoddziatywaniapromieniavaniaz elektronemato-
mowym jestdziatanieperiodycznepity wymuszagcejnattumiony osgylator har
moniczry. J&li sitawymuszagcapolaelektryczngo promieniavaniajest Ee?
to rownaniedrgah elektronujest

d’x dx

FTERAT
gdziey jestwspotczynnikienttumieniaaw, czestéciadrgah wiasnych. Pocatkowo
spolojny elektronwskutekdziataniapola elektryczngo zaczynadrgat z ampli-
tudarosmac az do ustalenizsig stary stacjonarngo ze stataamplitudaz = Ae™?,
Podstavialat do (5.18)i upraszczajcwspolry czynnike™? znajdujemyréwnanie
dlaamplitudykohcowej:

+ wiz = Be™t (5.18)

—w?A+iywA+wiA=E (5.19)

Przy brakusity wymuszagcej(E = 0) widac, ze drganiawtasnedla A # 0
sa mozliwe tylko bez ttumienia (y = 0) i z czestécia wy, bo inaczejnie jest
mozliwe réwnoczesnenikanieobu stron(5.19). Przy obecnéci ttumienia(y >
0) w rozwiazaniubez sity wymuszaficejmusimy dopustic w zespolondak, by

—w? +iyw+wi =0,czyliw=1iv/2 + woy/1 — (7/2w)?. Obecndt ttumienia
powoduje pojawienie sie w rozwiazaniuz czynnika|e™!| ~ e~/%2, Zaréwno
drogajak i sita dziatapcanaosg/lator malep proporcjonalniedo Ae=7/2, zatem
pracamalejejak A%e7*. Podobniemalejei enegia osg/latora,tak, ze po czasie
T = 1/v, zmniejszasig 0 czynnike. Wracapc do elektronuw atomieten czas
odpaviadaczaswi zyciaosg/lacji w staniwwzbudzorym atomu.Zanik osg/lacji
wiaze sie z reemisg promieniavania, zatemT jest tez Srednimczasememisji
promieniavania. W tym obraziettumieniejest spovodovanesitami reakcji pola
elektryczngo, nawysytaniefali przezatom.

Wracapcdoklasyczrychdrgah wymuszorych, (| E|? > 0), pochtaniangrzez
osg/lator enegia jestproporcjonalnalo | A|?. Biorat kwadrartmoduturéwnania
(5.19)|A)? [(w? — w?)? + v*w?] = | E|*. Rozwiazupcmamy

|E]” E”

A* = (w—wo)?(w+ wo)? + y2w? 4w [(w — wo)? + (%f}

(5.20)
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Z wzoru wynika, ze |A|*> spadao czynnik 2 w odlegtosci Aw = /2 Granica
odpaviadamatemuttumieniu,yw < 1, wowczasmierzalnewartcsci amplitudy
osiagap tylko dla w =~ wy. Tenrodzajzalezndcsci pochtanianiaod czestasci
w nazywa sie profilem Lorentza. W postaciunormavanej, [ ¢dw = 1 profil
Lorentzamapost&

1
Oy (Aw)dw = - ———duw (5.21)
2T A2 + (g)

Profil Dopplera

Atomy znajdupsiew ciagtymruchuwobecczegonaich oddziatywaniez promieniavaniem
wptywa efekt Doppleraprzesuvajacy czestsceio

Aw (5.22)

wo C
gdziew, jestsktadava predkosciw kierunkurozchodzeniasie promieniavania.
Jesli samdinia jestmonochromatycznag jej wypadlowy profil bedziepo prostu
zadan rozktadempredkosciv,.. Jesli gazspoczyva, to wiadomo,ze < v, >= 0
orazm < v2 > /2 = kT = mv?./2. Tenostatniwarunekto definicjaabsolutnej
temperaturyl” i Sredniejpredkoscitermicznejur. Samrozktadv, jestszczeol-
nym wypadkiemrozktaduGaussa

f(vg)dv, ~ e’%dvm (5.23)

zwarym rozklademMaxwella. Wprowadzagc nowy parametrAwp i hormugc
otrzymujemyprofil Doppleralinii

_ [ Aw ?
O(Aw)pdw = ﬁiwpe (A“’D) dw gdzie (5.24)

mu? B (&)2_<0Aw>2_(Aw )2_ )
o2kT vr) VW ~ \Awp v

Profil Voigta

W ogolnym przypadkuszeroloscilinii Lorentzabywa poréwrywalnaz poszerze-
niem Dopplera.Wypadlowy profil linii, zwary profilemVoigtajestsplotempro-
filu Lorentzai Dopplera®(w) = ®p « &y = [ Pp(y)Pr(w — y)dy czyli

2

1 a [t e Y .
O(w)ydw = ﬁH(a, w) = Jilw wopira dy gdzie (5.25)
Aw y 2kT
w o= —AwD a = SV Awp ——wp



t .

Rysuneks.1: Profil Voigta dla roznych parametrowy. Dla o = 0 otrzymujemy
profil Dopplera.Asymptotyczty profil Lorentzazaznaczondiniaprzerywara.
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W przypadkugranicziyma < 1 mamyH (a, w) — e~ " +a/(y/7w?) (Rys.5.1).

5.2.2 Mechanizmy poszerzenidinii
Profil naturalny

W przypadkukwantovym mamy zasa@ nieoznaczongci AEAt ~ h orazen-
emgie kwantu £ = hw. Jeli naksztattlinii wptywa rozmycietylko jedneyo
poziomuto mamy AwAt = 1. Stadwida€, zey = 1/At masensrozmycia
poziomuenegetyczngo.

W mechanic&kwantavej naturalry profil linii wynika ze skohczongo czasu
zyciaAt atomuw staniewyjsciovym, conamocy zasadynieoznaczongcipociaga
rozmycieenegii tego stanuAEAt > h. J&li mamytylko dwa stary, gorny o
enegii £; i dolny o enegii 0 i niechpravdopodobi@stwo wytrwaniaw stanie
wyjSciovym jest P = P(t) aopuszczeniagtanuw przedzialeczasudt jest~ydt,
gdziey to pewna stataatomava, to pravdopodobi@stwo pozostaniav darym
staniepo czasiel + dt jestP — dP = P(1 — ~dt) skaddP/P = —~dt i catkujac
P = e dlazalazonggo P(0) = 1. StadSredniczaszyciajestAt = [tdP =
[te V~ydt = 1/~. Jesli jestto stanwzbudzory o enegii Fy, to wartcst oczeki-
wanaenegii atomoéwpo czasiet jest E(t) = E,P(t) + 0[1 — P(t)] = Eye ™,
zatemanalogiczniedo klasyczngo osg/latora harmoniczngo. Stad naturalty
profil kwantowy linii jestprofilem Lorentzao szerol&ci Aw = ~. Drobnakom-
plikacjapojawia sie gdy mamywiele pozioméww atomie. Musimy wprowadzic
oddzielneoznaczenialla szerokscipoziomul’; orazpravdopodobi@stwa prze-
jSciapomiedzyparm poziomowR;;. Dla dwupoziomowmamyy = 'y 4+ I'y. Jesli
stanpodstavowy jesttrwaty to Aty = co i I'g = 01y = I'y = Ryp. W przy-
padkuogoélnym zamiastej ostatniejréwnasci dla przegciamiedzypozioment i
u mamy:

y=T,+T, (5.26)
J#i

Zwykledlai < j R;; = 01 pozostajeiewielewyrazowsumy Typowe szerokoSci
naturalndinii sarzeduy ~ 1074

Poszerzeniezderzeniave (cisSnieniowve)

W gestymgazie,zderzeniasa czeste bo ich ilosC jest proporcjonalnado ilosci
par czastekw objetcsci ~ p?. Pravdopodobi@stwo przegciazderzeniavego na
czastle wowczasjest R;; . = Cy; ~ p*/p ~ p. J&li wskutektego czaszycia
atomuw darym staniejest krétszy niz naturalry, v ~ 1/At roSniei méwimy
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0 poszerzeniwderzeniavym. Ksztatt profilu pozostajepodobry ale terazjego
szerol&t zalezy od C;;. Bardzoposzerzondinie obserwujesie w atmosferach
biatychkartow, gdziegestacisawielkie.

Mikr oturbulencja

Zdjecia Stohcapokazug t.zw. granujacg. Jestonawywotanaruchemelemen-
tow gazutuz pod fotosfer, troche tak przy gotovaniu konwekcjaburzy spoko-
jna powierzchng cieczy Te ruchy gazusa zwanemikroturbulencgp a wystepup
w wielu gwiazdach. Povoduja one pewien efekt Dopplera. Podobniejak dla
ruchuatoméw moznaprzyjac, ze rozktad predkosci elementéwtez jest rozkta-
demMaxwellaze sredna predkoscia vy,. Wypadlowy profil wskutekruchuter-
micznego i mikroturbulencji nadaljest profilem dopplerao sredniejpredkosci v,
takiej, ze

v? = v2 + v, (5.28)
O takiej postaciwzoru deg/duje fakt, ze ruchy atomowi elementéwgazusa
losowe i od sigbienie zalezne, zatemstosujesie do nich podobnepravo jak do
dodavanianiezalenych btedéwo rozkladzieGaussa-Maxwella.

Inne efekty w profilach linii

Z pozostatychefektow na wymienieniezastugujerotacjagwiazd, ich pulsacje
(przesuvejacei deformupcepowierzchng), a takze wiatr gwiazdavy zwiazary
z ruchemwyzszychwarstwatmosfery W przypadkurotacji profil linii dazy do
potowki elipsy. Inne efekty provadza do skomplikowanego ksztattulinii.

5.2.3 Rodzajeprzejst atomowych

Ze wzgleduna potozeniepod lub ponadpoziomemjonizacji stary enegetyczne
elektronuw atomie dzielimy na zwiazanei swobodne. Te pierwszez reguty
odpoviadag dyskretrym wartosciomenegii (chot niecorozmytymwskutekza-
sadynieoznaczongci), te drugietworza kontinuumstanoéwo ciagtejwartcsci do-
puszczalnegnegii. Na tej klasyfikacji opierasie podziatprzepgt odpoviadag-
cych pochtoneciufotonui wzbudzeniuatomuna przegciaswobodno-swebodne
(s-s),zwiazano-swhodne(z-s) orazzwiazano-zwazangz-z) (Rys. 5.2).

Elektronmoze pochtorec tylko foton o wystarczagcejdo przegcia enemii.
Wobectego przegciomz-z odpaviadap linie widmowe a przegciomz-sgranice
pochtaniania. Przy tym granicznaenegia fotonu odpaviada enegii jonizaciji
atomu. Ponievaz enegia jonizacji atomuz réznych poziomoéwjest rézna, za-
temjedenatommoze posiada kilka takich granic. llustrujemyto narys. 5.3 na
przyktadzieatomuH .
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Rysunekb.2: Rodzajeprzept atomavych ze wzgledu narodzajczastek(gorry
panel) oraz ze wzgledu na zwiazaniestanuwyjsciovego i kohcowego (dolny
panel).
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Rysuneks.3: Widmo pochtaniania-sdlaatomuH.

Z punktuwidzeniaczastekbioracych powodujag/chprzegciaelektronupomiedzy

stanamiatomuprocesydzielimy na pochfanianié emisg fotonu orazzderzenia.
Przy pochtanianiufotonu enegia elektronuroSnie o enegie fotonu, przy emis;ji
malejeo tyle samoaw przypadkuwzderzenianozeuleczmianiew réznychkierunk-

ach,w zalezndsciod okolicznascirozrézniamywzbudzenid de-eksgtacje zderzeniava

(Rys.5.2).

Jesli rozwazymy przepgciajedyniepomiedzydwomapoziomamito schematy-
czniemoznaje przedstwic tak jak narys. 5.4. Pravdopodobi@swa wzbudzeh i
deeksygtacji zderzeniavych oznaczylsmyprzezC;, i Cs,. Pravdopodobi@stwo
absorpcjijest proporcjonalnalo srednigo nagzeniapromieniavania, zatemoz-
naczylsmy je przez B,,J. Natomiastpravdopodobi@stwo emisji jako nie za-
lezne od otoczeniaatomuoznaczylsmy A,,. Dlatego nazywa sig ja tez emisp
spontanicza. Widac tu brak symetrii. To nasureto Einsteinavi mysl| o istnie-
niu jeszczgedneyo procesuemisji, doktadnieodwrotneo wzgledemabsorpcjii
spovodovaneyo oswietleniem.Pravdopodobi@stwo tej tak zwanejwymuszonej
emisji oznaczamyB,; J. Natomiastiprocesodwrotry do spontanicznegmisjinie
zachodzipotamiezasag zachavaniaenegii.
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Rysuneks.4: Oznaczenigrzeft pomiedzypoziomami.

5.2.4 Wspotczynniki Einsteina
Postulat Einsteina

Srednienakzeniepromieniavaniaw linii okreslimy jako
T = /duJ,,cb,, gdzie 1— /dycb,,. (5.29)

Gdy widmo promieniavaniaw obszarzdinii jest gltadkieto J = J,. Niech

oSrodekzawieraw jednostceobjetascin,; atomoéww stanienizszymi n, atomow
w staniewyzszymi niechSrednienagzeniepromieniavaniaw linii odpoviada-
jacejprzefciu 1 — 2 jest.J. Woéwczaszgodniez postulatenEinsteinamoga za-

chodzt trzy rodzajeoddziatywah miedzymaterai promieniavaniem:absorpcja,
emisjaspontaniczna emisjawymuszona.Ten ostatniprocesbyt istotna nowos-

ciaw postulacieEinsteina.Jggo role wyjasnimy pézniej. Wedtugtego postulatu
w tych warunkachzachoda nasepupceilosci przegt atomavych najednostle

czasu objetcsci:

m B 1 — 2 absorpcja (5.30)
neBo1J 2 — 1 emisjawymuszona (5.31)
noAsy 2 — 1 emisjaspontaniczna (5.32)

PrzezA,;, By i B 0znaczylsmy stateatomave charakteryzwgcedaneprzepg-
cie. Nazywa sig je wspotczynnikamEinsteina.
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Zaleznosci Einsteina

Zbadamyjakie warunkidla wspo6tczynnikOwEinsteinawyptywaja z zachavania
materiii promieniavaniaw RT. Wéwczaspromieniavanie ma widmo Plancka,
poziomy sa obsadzonezgodniez rozklademBoltzmannaa emisjai absorpcja
posoztag w rownowvadzeszczgotowe.

J =J,=B,=2(%) - R.Plancka (5.33)
ekT —1
2 — 2 R. Boltzmanna (5.34)
nl g1
nlBlgj = ?121421 + nnglj R. SZCZ@(I)I'GNa (535)

Rozwiazupc(5.35)zewzgledunaJ i podstaviajac(5.34)otrzymujemy

Ao
T — noAagy — Ba1 —
n1Bia—naBa niBia _ 1

na2 Bay
Agl
_ 2

&
>=

— B (5.36)
91812 7 4
92B21

TerazmoznadostrzecsenspostulatuEinsteina. Przy brakuemisji wymuszonej,
czyli przy B,y = 0 nie sposObuzyska& rozhicy dwu wyrazoww mianavniku

(5.36). Emisjawymuszongest niezkednado otrzymaniazapevnieniazgodndci

J z rownowagi szczgotowej z rozktademPlanckaw RT. Dalej, z poréwnania
(5.33)i (5.36) wynika, ze dla takiej zgodndci wspétczynniki Einsteinamusza

spetni& donatlowe zaleznasci Einsteina:

G1Bi2 = g2Ba (5.37)
A 2

A 2@) m (5.38)
B21 C

Wartdsci wspotczynnikOwEinsteinajako statychatomavych nie zaleza od stanu
RT, zatemzalezndsci Einsteinamusza by spetnionezavsze.

5.2.5 Atom 2-poziomowy

5.2.6 Redystrybucja fotonow

Wzory (5.30)— (5.32) okreslajailoSt przegt. Aby otrzymét z nich wspotczyn-
nik absorpcjii emisji nalezy wkona dwa zabiayi. Po pierwszefotony nie sa
znaczonezatemw rownaniutransferunie jest&smyw stanieodréznic fotonu nie
pochtonetego od fotonu wyemitovaneyo na drodzeemisji wymuszonej:ilost
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obu bedzie proporcjonalnado J. Z tego wzgledu absorpcjai emisjawymus-
zom daje taczry wktad do wspdlczynnikapochtanianiax. Po drugie nalezy
wprowadzic czynnik hvy®(v)/4m aby z catkowitej iloSci reakcji otrzymat en-
ergie promieniavaniabiegnaceyo w jednostlowym kaciebrytowym i w konkret-
nej czestasci, jak to jestw definicji 7, k orazn:

hy,

Ky = 4—;(711312—722321)@”@) (5.39)
hy,

N, = 4—7:712/121@7;@) (5.40)

Nie jest przy tym oczywistejakich profili linii ®,, i ¢, nalezy uzyc w obu za-
leznosciach. Jesli pomiedzy absorpcg fotonu a jego re-emisg mija tak wiele
czasu,ze atom zdazyt juz zapomni€ o wyjsciovych warunkach to oba profile
beda identycznepdpoviadajpcerozktadavi wszystkichatomow W przeciwrym
wypadkuw emisji (¢,) wzgledemabsorpcjibedziedefioyt fotondww tych czgs-
ciachprofilu gdziewspotczynnikabsorpcjijest duzy, ale brakowato fotonéw do
pochto9ngcia. Z tego wzgledumédwimy o catkowitej i czeSciovej redystryluciji
fotonéw(TRD i PRD):

o, # &, czeSciovaRD (PRD) b.silnelinie rezonansae
¢, = ¢, calkowita RD (TRD) pozostatdinie

O zapominaniwstanuprzezatomyw tym przypadkudeg/duje stosunelczasuwzy-
ciaatomuw staniewzbudzorymny/nyAs; = 1/As; orazczaspomiedzyluznymi
spotkaniamatomoww ktérychoddziatywaniejesttak stabe ze zaledwiewystar
czy nazmiarg enegii atomuw ramachprofilu linii. O takieluznespotkanigatwo
z wyjatkiembardzorzadkichnajwyzszychwarstwatmosferygdziewtaSniepow-
stap najsilniejszdinie, o matych(1/As;).

5.2.7 Funkcja zrodiowa

W NLTE nie mozemy korzyst& z prava Boltzmannadla obsadza pozioméw
w atomachn;|rg. Wartosci obszadze n; trzebawyliczat wprostz warunku
réwnowagi statystyccznepomiedzyilostia wzbudzeh i powrotéw. W dalszym
ciagujednakwygodnigjesttraktonat stanL TE jako odniesieniezatemwprowadz-
imy parametryobsadzeniavzgedemLTE: b; = n;/n;|, T E. Skorzystamyterazz
definicji i przedstavimy S, w nowych oznaczeniackpor. rys. 5.5):

[ - T _ nyAg
v Ry niBia — na By
2 h
_ 9 (5> " (TRD) (5.41)
c Z—;ek_T —1
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Rysunek5.6: Powstavanie linii atomu 2-poziomavego w izotermicznejw at-
mosferzeNLTE. Pravy panelprzedstavia przebig f. zrodtowvej a pravy widmo
nakzenia oraz Doppleravski profil absorpcji ®, w zalezndsci od parametru
rozpraszania.

Oznaczac iloSE przefgt promienistychi zderzeniavych pomiedzy poziomami
i oraz j odpawiednio przez R;; i C;; warunekrownowagi statystycznemozna
przedstaic jako

ni(Ria + Ci2) = na( Ry + Co1) Qdzie (5.42)
R12 = B127 (543)
R21 — A21 + Bglj (544)

PrzytakichoznaczeniachzalazeniachS, w linii dajesie przedstavic w postaci

St = (1—¢)J +eB, gdzie (5.45)
6/

€ = e (5.46)
021 __hy

€ = = (1—¢e 7 5.47
2 ( ) (5.47)
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W LTE funkcazrédiova S, = B, niezalezatabezpéredniood polapromieniava-
nia.J,. Byly onezwiazangaosredniopoprzeZl’ i zatazenierbwnovagi promienis-
tej, zatemspzzgzeniepromieniavaniaz matria miato charaktedokalny. Atom 2-
poziomavy stanavi najprostszyrzyktadpowstavanialinii widmowychw NLRT.
Poprzezztonz J funkcjazrédtovaatomu2-poziomavego uwzgledniaw sposob
bezp&redninielokalnesprzzeniemateriiz promieniavanieminnych warstw W
tym sensiemodelatomu2-poziomavego jestbardziejrealistycziy niz zatazenie
LTE. IdealizacjgpoleganaliniowoscizwiazkuS, orazJ,. Takapost& opierasie
nazatazeniu,ze przegcianainne poziomynie majawptywu naobsadzenid i 2.
Istotnie,uwzgledniapcwiele pozioméwi przegt ij mamysS,;; = (1—¢;;)Ji;+mi
gdziesame;; i n;; tez zaleza od .J poprzezobsadzeniénnych pozioméw W ten
sposohS,;;(J) stajesie zalezndscia nieliniowa.

Na rysynkach5.6 i 5.7 przedstwiamy przebig f. zrédtowvej i widma linii
obliczonedla modeluatomu2-poziomavegow NLTE. Prosz zwrécic uwage na

znaczm gte’bokost optyczra naktorej S, rézni sieod wartcsci1 dlaLTE.

5.2.8 Dowod postaci SE

Dowo6dwzoru(5.45),czyli S = S jestniecopracochtony. Podrodzebgdziemy
korzyst& z nasepupcgych warunkéwwynikajag/ch z rownowagi detalicznejw
RT, astuszrych og6lnienamocgy niezalenasci wspotczynnikowreakcjiod RT:

A21 1
B, — =2 5.48
By e% -1 ( )
By g1
=t _ 5.49
B g2 ( )
ni By v Ca
o eRT — —= 5.50
ng By Cio ( )
(5.51)

W oparciuo te zaleznoscii definicie (5.44)otrzymujemy

v v O B v
A€ = 0216*;’57(6% —1) :¢21£i(e’% —1) (5.52)
¢21 B12
Zaczniemyod przeksztatcenié.41),podstaviajac(5.42):
SK _ A21 _ A21
© %Ban-Bu E3Bu- By

As (Ria + Cho)
= 5.53
Bia(Ro1 + Ca1) — Boy(Ri2 + Ch2) ( )
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Teraz sprovadzimy (5.45) do postaci(5.53) kolejno podataviajac (5.46) i
(5.47).

17 + EIB,, . Aglj + A216/B,,

- =
v 1+¢€ A21 + A216/
R B A
_ A213—i + 0123—]2;3—3
Aoy + Co— @'21%%

gdziew ostatniejréwndasciskorzystalsmykolejnoz (5.43),(5.52),(5.48)i (5.47).
Przeksztalcgcdalejotrzymujemy

Ag1 (R + Cha)
Bis(Agy + Ca1) — B12Cho
_ A1 (R + 012)_ (5.54)
B12(R21 + CV21) - B12B21J - 812012
gdziew mianowvniku ostatniejrownasci korzystamyz (5.44). Terazwidac, ze
wyrazenia(5.53)1 (5.54) maja identyczra wartcst, co kohczy dowdd réwnasci
wyrazeh (5.41)i (5.45).

St =

5.3 Prostemodelelinii widmowych LRT

5.3.1 Linie Rozpraszapce: Model Schustera-Schwarzschilda

Model Schustera-SchavzschildaS-S)zaktadaze nadgoraa fotosfea znajduje
sie zimnawarstwa wytacznierozpraszacafotony w linii S, = (1 —€)J, + €B,
gdziee = 1. Przytym rozpraszani@ie mawptywu nastruktue tej warstwy W
tym przypadkur. transferupiszemyjako

dl,
'LLdT,, N

gdziedr, = o,pdz. Bezp&rednioz postacirbwnaniawidat, ze nie mawymiary
enegii pomiedzyréznymi czestéciami,bo wszystkiewyrazyw rownaniuzaleza
tylko od jednejczestacei v. Zatem,podobnigiak w atmosferzeszarejobowiazuje
warunekrownowvagi promienistej

E,(1,) = const (5.56)

Dla odmiary zamiastprzyblizeniaEddingtonazastosujemyrzyblizeniedwu
promienidla . = +1/+/3. Z rozwiazaniaChandrasekhanaamy

3

I(1,) = ZFV (T,, + % + Q) (5.57)

f
72



Przyjmupc warunekbrzegowy na powierzchni/_(0) = 0 otrzymujemy@ =
1/4/3. W tensposoélrozwiazanigprzyjmujeposta

Ii(r,) = ZF <n+%> (5.58)
I(n) = ZFm (5.59)

Jalo wewnetrzry warunekbrzegowy dla warstwy o grubdsci 7, osSwietlanej
strumieniermrkontinuum£,, mamy

I.(m) =

B~ w

2 3 2

Zatozylizmy, zepochfanianiavarstwyw kontinuummoznazaniedba. Stadmamy
widmo F,,/ F,.. TerazJ, znajdujemyz przyblizeniadwu promieni: J, = (1/2)(1,+

r)
F, 1
T (5.61)
1 3 1
J (1) = §[I+<T,,) + 1 (1,)] = E(Ty + %) (5.62)

Wartdsci 1, dla dowolnych i znajdziemypodstaviajac S, = J, do rozwiazania
formalneayo:

T e dt, _m
100 = | °Jy<ty>e‘77 + L0, p)e (5.63)

Wykonujac catkowanieotrzymujemywynik w dosy¢ nieprzejrzysteformie:

70
I, E pt=—(p+1+ e » .
(0, p) 3 KT (1 +T7o \/g) Lo (5.64)

10, 1) 4140, 1) 1+ ¥3n

Bardziejprzejrzystenvyniki otrzymamybadagczachavaniegraniczneadlab.stabych
i b.silnychlinii:

3F. .
1,(0, ) L= Toogsy T < 1 stabalinia

N 1 5.65
1,00, p) z}f(ﬁ) ’H;Oﬁ o> 1 silnalinia (5:65)

Tenwynik przewiduje stala zalezncst naiezenialinii od kataczyli matepociem-
nieniebrzegowe. Jestto w niezgodziez zachavaniemwiekszécilinii zatarczy
stonecznej. Na tej podstavie moznawnioskowat, ze wigkszaéc linii powstaje
wskutekrzeczywistgo pochtanianiaa nie rozpraszania.
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5.3.2 Linie Pochfaniajace: Model Milne -Eddingtona

W modeluMilne-Eddingtonazaktadamybrak rozpraszaniav kontinuumo = 0
i statast z gleboloSciat pozostatychwspoétczynnikéwabsorpcji:w kontinuums
i w linii o, i k,. Brak rozpraszanigest najsilniejszymograniczenienmodelu.
Zaktadamytez liniowa zalezncse funkcji zrodtowej od ¢:

B(t)=a+bt (5.66)

W Swietlewynikéw przyblizeniaEddingtonato ostatniezatazeniejestdost real-
istyczne.ROwnanietransferudlapromieniavaniaw kontinuumprzyjmujeposta:

ucfi[tc =1, — B, gdzie dt = —kpd=z (5.67)
W linii mamy

dl, .
po— = I,—-L,B,—(1-L,)J, gdzie (5.68)
dr, = —(k+k,+0,)pdz (5.69)

K
, = 5.70
€ P (5.70)
n = : o (5.71)
1

L, = —fwtrn 1 Fme (5.72)

Ky, + Kk, + 0, 1+mn,

Rozwiazaniaszukamyw oparciuo przyblizenieEddingtona. Zaczynamyw
zwykly sposoliczacmomentyr. transferu:

dF,

dr,

dK, I J,
= K, == 5.73
dr, 4 3 ( )

AL, (J, — By)

Rdézniczkijaci podstaviajacotrzymujemy:

d*J,

2
dr?

=3L,(J, — B,) (5.74)

Zwiazek skal gtebolosci w linii i w kontinuum mozna wyrazic jako dt/k =
—pdz = dr,/(k + Kk, + 0,). Stadotrzymujemyt i B(t) jako

b= 1+mn,
B,(r,) = B(r,)=a+ b, (5.75)
1+n,
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Wobecpoczyniorychzatazen, réwnanig(s.74)jestrownanieniiniowym. Jego
rozwiazanieog6lnemoznaprzedstaic jako

J, — B, = Ce™V3Em 4 CpemV3Em (5.76)

Podstaviajac wewnetrzry warunekbrzegowy J, — B, — 0 gdy7T — oo Stad

C; = 0. Aby wyznaczy C; policzymy wartcst dJ, /dr, na powierzchnidwa
sposoby

1dJ,| dK, F,(0)  J,(0) Co+4a

dr,

3 dr, |, . 4 2 2

Skorzystalsmyz wyniku dla atmosferypét-niestonconejf, (0) = 2.J,(0). Nato-
miastbezp&redniorézniczkupcrozwiazanieotrzymujemy

(5.77)

1 dJ b
- | = —/3L,C 5.78
3 dr, |, Ay (5.78)
Poréwnugcotrzymujemy
% _ V3a
Cy = VUtmw) 2 (5.79)
? \/Z,, + ?

Wynik przyblizeniadwu strumienirdzni sieod powyzszeow nieistotrychszczgodtach
co potwierdzawiarygodn@&c wyniku.
Podstaviajacn, = 01 £, = 1 otrzymujemywyniki dla kontinuum:

a+ %
J(0) = — V3 5.80
(0) 3 (5.80)

Unormowvanerozwiazanieprzyjmujeposta

F,0) _J,0)  1+% V3L, + 17

~ = (5.81)
F.(0) J.(0) av3+b ? +VvL,
W oparciuo to rozwiazaniemozemyotrzyma funkcje zrédiowe jako
S, = L,B,—(1-L,)J, (5.82)
S.(t) = B,(t) (5.83)

Podstaviajacdorozwiazanigormalnego otrzymamyjako wynik, pomijajacprzek-
Sztatcenia:

b v3a b
L,(0, p) _ a-+ ﬁ B (1—-Ly) [T B \/§(l+nu)} (5.84)

L0,p)  a+bp (a+bp)(1+pv3E) (2 + VL)
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Poniavaz w modeluS-Srozpatryvalismyprzypadekczysteo rozpraszaniabec-
nie rozpatrzymyprzypadelkczystego pochtanianiae = £ = 1. Wynik przyjmuje
bardziejstravna post&

b
R(0) _ V3t g (5.85)
FC(O) CL\/g + b
b
1.(0, p) a+bu

Widat, ze gdy atmosfergestizotermicznaczyli brak gradientutemperatury
b = 0, to brakjestlinii. Inaczejwarunkiempowstavanialinii jestspadekemper
aturyw atmosferzenazewnatrz. Dla silnychlinii, 7, > 1 mamy

F,(0) aV3
F©0)  av3+b (5.87)
LO0,pu) a
L0.p) ~ atba (5.88)

Stad wniosek, ze na brzegu tarczy absorpcjanie dajelinii. W istocie wowczas
patrzymywzdtuz warstwygazuo statejtemperaturzeDla stabychlinii, n, < 1
mamy

O o mb
IR (5.89)
LOp . mbu
L0 ' atbm (5.90)

W tym wypadkugtebolosclinii ~ 7, ~ k, ~ n; gdzie N; jestgestdcia kolum-
nowa pochtabiagicych atoméw

5.3.3 Krzywa wzrostu

Przedstavimy teraz szkic metodywyznaczaniasktadu chemiczngo gwiazd w
oparciuo teorie atmosfer W tym celu oprzemysige o najprostszyi niezbytreal-
istyczry modelS-S.Zasadanetodypozostajestusznadla bardziejrealistycziych
modeli powstavanialinii w atmosferzew szczgoélncsci moznaja stosavat w
oparciuo rachunkisyntetyczgchwidm. W celuwygodneyo poréwnanianagzeh
observowanychi obliczorychlinii jestpotrzebngakas miara. Takamiarajestsze-
rokost réwnowvaznalVy, okreslonajako szerolost prostokatnejlinii o gtebokosci
100%ktoérawycinaz kontinuumtakie samepolejak danalinia (Rys. 5.8):

+o0 F
W, -1 :/ (1 - FA) d\ (5.91)
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Rysuneks.8: Okreslenieszerolkosci rownovaznejlinii.
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Grubo&t optycznaw linii

Wygodniegjesttutajpostuginat sie wielkosciamiliczonymi najednostlowy przedziat
A anie v. Majac zwiazek \v = ¢ z warunku F,dv = F\d\ mamy F\, =
F,|dv/d)\| = F,c/\? i podobniedla k. Grubdt optycznaw linii wynosi

H c rH
T\ = / kapdz = —2/ IC.pdz (5.92)
0 A% Jo

gdzieprzezK, = k,p 0znaczylsmy nieprzezroczystt najednostlke objetcsci.
Podstaviajac (5.39)otrzymujemy

h H h

™ = ﬂBlgq))\/ nle = ﬂBlle(D,\ (593)
7 0 4t \2

gdziewprowadzilismy oznaczenigestdci kolumnavej N, = [ n,dz. Dla up-

roszczeniaapisuoznaczymyX = ZZK% BiaN;. Woéwczas

= X, (5.94)

Krzywawzrostunazywamyzaleznast W, (N;) lub cowychodzinajednolV, (X).
Nazwa odnosisie do wzrostuszeroksci linii ze wzrostemzawartasci odpowvied-
nich atomoéw Podstaviajacznaleziomw modeluS-Swartcst F, / F, znajdujemy
wyrazenieokreslajacekrzywa wzrostu

V3
+oo 1 o =T d\
1% :/ 1———— | d\=2A\ / —2 = 5.95
g —o0 ( 1+ @7‘,\) P Jo 1+ @7‘,\ AXp ( )
Podstaviajacnowazmienradw = d\/A\p otrzymujemy

Wy = v3AMp / T dw (5.96)
0 1 + TTw

PrzezAAp oznaczylsmy szerokst profilu dopplerajadralinii. Dla typowego
profilu Voigtaw centrumDoppleravskiego ze skrzydtamilLorentzaprzy rosra-
cym nakzeniu mamytrzy rézne przypadkiwypetnienialinii, dodatlowo zilus-
trowanenarysunku5.9:

Wy~ X -A)lp stabalinia jadronie wypetnione (5.97)
Wy~ 1-AXP) szednialinia skrzydtaDopplerawypetnione (5.98)
Wy~ 1-AXP  silnalinia  skrzydtaLorentzawypetnione (5.99)

(5.100)

PrzezAXP) i AN oznaczylsmy szerokst na ktérej odpoviednio skrzydta
Doppleralub Lorentzasa nasycone.
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Krzywa wzrostu

Rozwazymy dokfadniej3 przypadkinasycenidinii. Dla stabejlinii mianovnik
podcatkaw (5.96)jestw przyblizeniuli dlaprofilu Doppleramamy

X > .
Ty ~ —e ¥ gdzie X <1

/T
Wy ~ V3A\ / R EAADX / T e du
0 T 0

Dla linii o poSredniejintensywndci szerokst wypetnieniaprofilu Dopplera
AXDP) = wP) AN okreSlamyz przyrownaniavyrazOww mianavniku:

VB _VBX

1 = ™ = \/7_r€ Skﬁld

2

2
w?P = |ln (\/gi)
T 2
Wy ~ V3Arpw'® =+v/3A\, |In ~5 (5.102)
T

Dla silnejlinii posepujemyanalogicznietylko uzywamy profilu Lorentzado
okresleniaszeroksci ANL):

Xa 1 Xa

™ T w2+a?  ww? ka
V3 V3 Xa
1l = —1y=——
2 21 w?
wh = ﬁXa
27
(L) V3
Wy ~ V3Axpw'® =V3A)\p 2—Xa (5.103)
T

W rezultacieznajdujemyzekrzywawzrostusktadasie z 3 odcinkdw stromeyo
~ N; dlalinii stabej, ptaskieggo dla Sredniejlinii i umiarkowanie nachylongo
dlalinii silnej. Zastoswvaniekrzywejwzrostudo observacji poleganazmierze-
niu log W dla szergu linii tego samgo atomuo réznych nagzeniachorazna
policzeniudla nich przy zatazornym N; wartdscilog X orazlog W¢. Odktadagc
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log W w funkcji X otrzymamydwie krzywe wzrostu: observowara i teorety-
czma. Ich wzajemneprzesungciew poziomieokresla odsepstwo observowane]
zawartcsci od zatazonej A log N;. Wspéitczénie dysponuc zaavansavanymi

modelamiatmosfemie ma potrzebyodwotywat sie do modeluS-Sw celuwyz-

naczanisktaduchemiczngo z nagzen linii. Niemniejzasadgozostajeasama-
opieramysie na poréwnaniuobservowaneji obliczonejkrzywejwzrostu,lub co

wychdzi prawie na jedno, stramysie wprostdopaswat widmo teoretycznedo

observowaneayo zmieniapc zavartasci poszczgolnych atoméww atmosferze.

5.4 Prostemodelelinii widmowych LNRT

5.4.1 Operatorowa postet rownania transferu

Okazujesig, ze rownanietransferumoznaprzedstai¢ w postacioperatoravej -
catkowej. Zaktadaacfunkcje zrodionva S atomu2-poziomavego S = (1 —e)J +
eB i podstaviajac(3.49)otrzymujemyrownaniecatkowe na s

S(r) — (1 —6)%/000 S (|t — 7))t + eB(7) (5.104)

gdzieopuscilismy indeksyr. Jestto operatorava posta& rownaniatransferudla
S(r). Zaleta postacioperatoravej jestbrak zaleznosci od katow co provadzido
bardziejskondenswaneayo obrazuproblemu. Ta post& pozwala nasnucieosza-
cowan i przyblizeh analityczrych. Do praktyczrych obliczeh post& operatorava
sie nie nadaje W obliczeniachest&smyzmuszenreprezentaat atmosfeg przez
skonczora liczbe warstwi wowczasliczenie calekoznaczasumypo wszystkich
warstwachpodczagydy do przedstavieniardzniczekwystarczyiloraz r6znicowy
obejmupcy 2 najblizszewarstwy

W przypadkutransferuw linii, g"dzie wkilad do J daja wszystkieczestaci
w obrebie linii, potrzebnejest dodatlowe catkowanie po profilu linii. Mamy
wowczas

S(r) = (1—e)/OOOS(t)Kl(|t—T|)dt+eB(T) gdzie (5.105)

1 0
Ki(s) = 5'/0 02, (0, 5)dx (5.106)

5.4.2 Ucieczkafotondw z centrum linii

Interpretacjdizycznafunkcji zrodtowvejatomu2-poziomavegoopierasie nastwierdze-
niu, zez pravdopodobi@stweml — ¢ foton zostajeefektywnierozproszow. Ter-
min efektywnieobejmujezaréwnagpravdziwerozpraszanigak i reemisgwczesniej
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Rysuneks.10: Krzywa wzrostudla modeluSchwarzshilda-Schustera
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pochtonetegofotonu. Parametr moznainterpretavac jako pravdopodobi@stwo
zniszczenidotonu. Procesenktory provadzido zniszczenidotonuw linii jest
powrdt atomudo stanuwyjsciovego wskuteknieelastyczngo zderzenia. Takie
zderzeniew ktdrym enepgia wzbhudzeniazostajezamienionana dodatlowa en-
ermgiie kinetyczra czasteknazywa sie zderzeniensuperelastycamm a caty proces
okreslamyjako deeksgtacje zderzeniwva. Dla przypadkusilnych linii rezonan-
sovych powstaggych w ultrafioleciehv /kT > 1, w granie/ € — Co1/(Cay +
Asyp). Dlasilnychlinii rezonanseych, t.j. takichdla ktérych dolny poziomjest
poziomempodstavowym atomu,e < 1075,

Zniszczenidotonumozemysiespodzievat po N ~ 1/¢ kolejnychrozprosza.
Tyle rozproszé wypadasrednionajedna deeksgtacje zderzeniava. Ruchfotonu
w czasierozproszé moznaokreslic jako btadzenieprzypadlowe: kolejnekroki
sa z grubszagednalowe AT = 1 i wypadag losovo w gorelub w dét. Odnosi
sie to zaréwnodo fotondw pozostagjcgych w centrumlinii jak i do fotonéw w
kontinuum,inny jesttylko krok (znaczniedtuzszyw kontinuum). Zatemzasgg
fotonu przedzniszcenienjestokoto 7, ~ /N ~ 1/./e. Inaczej fotony z warstw
ptytszych,r < 7 majaduze szanseicieczki.

Rozwazmy réwnowage promienisaw nad-fotosferycznejarstwieatmosfery
pomiedzy T = 0 orazt = 1, w warunkachsilnego rozpraszania < 1. W
warunkachNLTE obsadzenistanupodstavowegouleganiewielkiemuwzbogace-
niu, wyrazny jest natomiastdefigyt obsadzenisstanéwwzbudzorych. Wyda-
jnoSE absorpcjipozostajez grubszgak w LTE: k,.. Natomiastspadalost emisji,
bowiem warstwa emitujacauciekapcefotony, jestrozmytanagrubdsci r,, zatem
n ~ B/1y. Mamy zatemoszacwanie S, napowierzchniw centrumlinii:

Submo= 2 B i (5.107)
Ry To
To przyblizeniebardzodobrzeoddajezachavanieie f.zrodtowvej w centrumlinii
w modelachNLTE przedstaionychnarys.5.6i 5.7.

5.4.3 Ucieczkafotondww skrzydte linii

Transporfotondww skrzydtacHinii odbywasiginaczej.Fotonktéry w kolejnym
rozproszeniyprzypadlowo trafit do skrzydta,maszang przelecieduza odlegtost
w jedrnym kroku, botamabsorpcjgestmata.Natomiasnhasgpnekroki bedajuz b.
krotkie bo wskutekredystrylucji foton trafiaz powrotemdo centrumlinii. Zatem
zasgg fotonéww skrzydlemoznaprzyblizy¢ podapc diugast jedneago kroku. W
przypadkuskrzydetlinii musimy osobnorozpatrzg przypadekskrzydetprofili
Dopplerai Lorentza.Pravdopodobi@stwo znalezieniaie fotonuw skrzydle,n.p.
dlay > w gdziew = Aw/Awp moznaokreslic jako catke ) z ogonarozkiadu
linii 1 — P = Q = [, P,dw. By trafic do skrzydtafoton musiulec N ~
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1/@Q rozproszeniomSkoro foton znajdziesie w skrzydle,jego zaseg odpoviada
drodzeswobodnejr; gdziel ~ 7 $(w). Te wyniki zestavimy w tabelce:

Wielkost Doppler Lorentz/\bigt
Pravdop.w skrzydle:

T _

g%  a
1 —w? p —arctgy a
T~ @ € T
Pocht.w skrzydle:
—w? a 62
e ~E — o~ —
o, w?  a
Zaseg w skrzydle:
1 e
T ~ (I)_w € 62

(5.108)

Na tej podstavie mozna stwierdzt, ze ze wzgledu na intensywra ucieczle
fotondbww skrzydle,dopékiT < 7, w NLTE mamydefigyt emisji, czyli

SV|T<Tl < Bl/ (5109)

W szczg6lnosciw modelacNLTE przedstavionychnarys. 5.6 moznastwierdzt
odchyleniaod LRT nagteboloSci zasegu w skrzydleprzy profilu Doppleral /e.
Podobniazeczysie majanarys 5.7 dla profilu Voigta.

5.4.4 GlebokoSt termalizacii

Pawvyzszerozwazaniamoznanieco zformalizavaC wprowadzagc pojeciapraw-
dopodobi@stwa ucieczki P, (i) = e ™/#, dlap > 0. Interesugacajest jego
wartcst usredniongo katachorazpo czestacei

1 1 Ty 1
Po=5 [ e Edu= S m(n) (5.110)
2 Jo 2

“+00 “+00

1
Pu(r) = ;. P (7)dz 5 O, By (1d, )da (5.111)

— 00 — 00

Na powierzchni E,(0) = 1 zatemP,(0) = 1/2 jak sie nalezato spodzievac, bo
potowa fotondwjestemitovanado Srodkai grzeznie.

W oparciuo pravdopodobi@stwo ucieczkidefiniujemygtebolost termaliza-
cji 71, jako rozwiazanierbwnania

Peo(Tin) = € (5.112)
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Jesli foton startujez gtebolosti wiekszepiz 7, to mawiekszeszanselleczniszcze-
niu niz ucieczki. Zatemw tej warstwiepromieniavaniezblizasie do rownovagi
z materg, czyli

S, (1en) = B, (1) (5.113)

W zgodziez poprzednimioszacwvaniami, 7;;, ~ 7;. Na tej podstavie mozna
wprowadzt nasepugcy przyblizony wzor oceniagcy wartcst S, w linii:

€

St () ~ \/e +2(1 —€)P.(1) Bu () (5.114)

Jestto t.zw. ll-gie przyblizeniez pravdopodobi@éstwemucieczki. Jego gtéwna
zalet jest prawidtowe zachavanie asymptotycznadla = — 0 i oo, zgodnez
rozwazaniamipoprzednictparagraféwW pierwszymwypadkuS!” — /eB,. W
drugimwypadkuS!” — B, . Zastoswvaniatakichprzyblizeh sadwojakie: doszy-
bkich obliczeh szacunkwych, gdy n.p. ze wzgleduna 3-wymiarova geometrg
rozwiazaniemodeluatmosferymoze by¢ zbyt kosztavne, orazdo znajdavania
dobrychlokalnych przyblizeh startavychw metodactperturbagjnych,n.p. ALI.
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Rozdziat6

Obliczenia modeli atmosfer

6.1 Petny uklad rownan atmosfery LNRT

6.1.1 RoOwnania

W tabeliwyliczymy niewiadomeoraz okreslajaceje rownahia w modeluatmos-
fery:

A[S,] = J, albo

Ju(7) 2 Lk _ g, 8, Transfer (6.1)
p(T) % = —pg R.hydrostat. (6.2)
I(r) o~ i (Jy — 5i) dv R.promienista (6.3)

(wyrazyz o, sieznosa)
nZ(T) n; Z]#L(R“ -+ CZ]) = Z];él nJ(Rﬂ -+ Oﬂ) Rpromlenlsta (64)
N (7) SiniZi =n, Zach.adunku (6.5)

Przezr oznaczamystandardwa grub&t optyczra, 7, - to samodla czestaci v,
J, - Srednienakzeniepromieniavania, P - ciSnieniez - gteboloSt geometryczna,
p - gestast materii, 7' - temperaturag; - obsadzenié-tego poziomu,R;; i C;; -
tempoprzepgt promienistych zderzeniaychi: — 7, n, - gest&t elektrondw Z;

- ladunek:-tegojonu.

6.1.2 Funkcje materiatowe

Do obliczeh sapotrzebndunkcjemateriatave, wystepupcejako wspoétczynnikiw
réwnaniachbudowy atmosfery W praktyceprogramaevaniei obliczaniewartosci
tych funkcji stanavi najbardziejztozora czest obliczeh. Z tego powodu czesto
korzystasie z interpolacjigotowvych tabelprzygotavanychw postacistravnejdla
komputera.
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Tempa przept
Rij; CZ_] pr0m|en|5tyCh [ (66)
zderzeniavych

Xv = Oy + K, = . L,
. Nieprzezroczystst 6.7
i Xjmilni — gingloy(v) 4 - - P y (6.7)
M = SuXuv Emisyjncse (6.8)
P(p,T) Réwnaniestanu (6.9)

gdzieo;; saprzekrojamiczynrymi dlaprzepciai — j.

6.1.3 Model atmosfery

Petry modelatmosferyokreslaprzebigy podstavowychzmienrych J,, p, T, n;, n.
dla0 < 7 < co. Parametrammodelusa:

T Temperaturafektywna (6.10)
€ atmosfery
_ ou Przyépieszenigrawita-
= GM

9= "5 cyine (6.11)
X; Sktadchemicziy (6.12)

Napodstavie modeluzapomo@dodatlowychobliczeh w oparciuo rozwiazanie
formalnet. transferumoznawyliczy¢ widmo syntetycznel,. Widmo syntety-
cznemoznaliczy€ dla niecoinnych, doktadniejszychwartdsci X; orazy,, niz
w modeluatmosfery Warunkiemjest by te zmiary nie wptywaty znacaco na
rownowvage promienisga modelu.

6.2 Metody rachunkowe
6.2.1 Wstep

Specyfikametod numerycznych

Zrozumienieroli metodnumeryczichw rozwiazywaniuprobleméwnaulowych
spravia najwieksa trudnast poczatkujpogym. Z jednejstrory grozi przesadna
fasg/nacjastroma obliczeniava, podczagydy jestto bardzoskomplikowane,ale
jednaktylko narzdziei nie stanavi celusamow sobie.Z drugiejstrory niebez-
piecznejest lekcevazenie: mimo kolosalngo posgputechnikiobliczeniavej to
wydajnast stosavanychmetodnumeryczychanietechnikadeg/dujao rozwiazal-
nosci zagadni@. Typowo rozwiazywanezagadnieniaa natyle skomplikowane,
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zekonieczngeststosavaniemetoditerag/jnychi woéwczaso wydajndsciobliczen
degyduje jakoSE pierwszgo przyblizeniai szybkoSt zbieganiasie rozwiazah. Na
pierwszyrzut okametodynumerycznevydaja sie proste jednakczestosa bardzo
wrazliwe narozmaiteszczgoty realizacjii wyborwiasciwego posepavaniaczesto
jestwynikiem zbiorovego doSwiadczenidadaczy Aspektszczegolniewidoczry
w obliczeniachatmosferto zwiazekstosavanych metodz fizyka zagadnienia.

Rola fizyki

W teori atmosferfizyka ingerujepoprzezlokalnast lub nielokalnat sprazenia
promieniavaniaz materg. W przyblizeniu LRT zasadnica role gra sprzze-
nie lokalne. W przyblizeniu LNRT z silnym rozpraszaniemmamy oddziaty-
waniemateriiz fotonamipokonujaoymi znacznendlegtosciprzedpochtoniciem,
czyli sprzzenie jest nielokalne. Wszystkieobliczeniaw ostateczgpm wyniku
sprovadzag sie do odwracaniamacierzyo duzym rozmiarzen. Scile lokalne
oddziatywanie odpaviadatobymacierzydiagonalnej.Jejodwracanieto liczenie
odwrotndsci elementéwprzelatnejczyli n operacji. Totalnesprzzeniewszyst-
kich niewiadomychz wszystkimioznaczgetra macierzwspétczynnikdwktorej
odwracaniepociagan® operacji. Przy tysiach niewiadomychrdéznica jest ol-
brzymia.Cogorszanielokalnesprazzeniezwykle oznaczayorsza zbienost rozwiazan,
bardzozwiekszaac ilosE obliczeh. Z tego powodu najlepszeobecniemetody
(ALI) opierap sie nanapodzialeoddziatywah naczgst lokalna (jak najwieksa),
dla ktorej dokonuje sie rozwiazaniascistego przy zmniejszonejlosci oddziaty-
wah. Czest nielokalra (mozliwie nieduwza) uwzgledniasie potemjako perturbacije
rozwiazania.

Realizacjarozwiazaniaformalnegor.t.

We wszystkichmetodachpraktyczrych jako niewiadomychszukasie J,. Maja
onete przevage, zew odré&nieniuod 7, niezalezaod i, zatemliczbaniewiadomych
wartasci n w macierzachréwnah jest mniejsza. Na tym etapieobliczen gdzie
potrzebnesa I, moznaje odtworzy¢ wstawiajac.J, do S, i korzystagcz rozwiaza-
nia formalnego réwnaniatransferu. Nie korzystamyjednakz postacicatkowej
r. formalneyo, bo oznaczeona, ze dla kazdej warstwytrzebaliczy€ catke/sung
po wszystkichwarstwach. Korzystamyzamiasttego z faktu, ze rozwiazaniefor-
malnejest rozwiazaniemrézniczkowego r.transferuz zadam S,. W przyblize-
niu dyskretrych warstww takim réwnaniudla kazdej warstwy wystepupg tylko
wartasciz dwunajblizszychwarstw konieczneadoobliczenigorzyblizonejwartasci
pochodnej. Obliczorych z rozwiazaniar.transferul/, nie przechevujemy lecz
natychmiastvykorzystujemydoobliczenianowegoprzyblizenia.J,. W tensposob
W oparciuo rozwiazaniar6zniczlowe efektywnierealizujemycatkowy operator
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Rysunek6.1: Parametryzacj&sztattuwidmaw metodzieschodlowej rozwiaza-
niaR.T.
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A: startujemyz zadango S, i obliczamy.J,.. Nadaljestto tylko rozwiazaniefor-
malnebo zwykle nowe J, rézni sie od wyjsciovego/,. Wystepupcepo drodze
r. transferurozwiazujesie jako algebraiczneasepugcrozniczkiilorazamirdzni-
cowvymi niewiadomych. Przy tym moznakorzyst& albo ze zwyktej postacir.
transferu(metody I-szego rzedu) albo z postacid® fgJ,/d7r? - - - lub podobnej
(metodyll-go rzedu: metodaFeautrieu metodaczynnikbwEddingtona).

6.2.2 Metoda schodkowa (I-szegorzedu)

Rozwiazaniadokonujemywzdtuz konkretngo promienia — oznaczarubdat op-
tyczma na drodzetego promienia. W metodzieschodlowej zasadniczciagla
zmienra [, przyblizamywartasciamifunkcji schodlowej. Schodkimaja rézne
nachyleniastopnii skoki w kolejnych warstwach. W ten sposébw jakiejs warst-
wie, n.p. o numerzel mamy2 wartasci poobu stronactschodka:/; # I7. Sze-
rokost schodkao odlegtost warstwA = 7,1 — 74. Ponievaz schodkioznaczeag
2 niewiadome!; i 17 w kazdejwarstwie potrzebnesa odpaviednie 2 réwna-
nia do ich znalezieniaW tym celuuzyjemy dwu réznych oszacwan pochodnej
w réwnaniutransferu:nachyleniastopniai nachyleniaodcinkataczaceayo Srodek
stopniaz podstava nasepneyo schodkapatrzrysunek):

=10 o re dualini x
A Sat1 — I3, dlalinii x-x (6.13)
Id<+12+1d> — I < o
—F——— —Sa—1; dlalinii o-o (6.14)
2
(6.15)

Jednoz przyblizeh przecenianachylenie,drugie niedoceniarazemzapeavniaja
stabiln&t metodyi mniejsawrazliwost nabtedyzaokra'glé.
Eliminujacz tychréwnah I otrzymujemy
(A% +2A +2)I5, — 217 = AS; + A(A+1)S44, oraz (6.16)
(A? +2A +2)I7 = 2(A + )I7 + A(A+1)S; — ASyy (6.17)
W pierwszymz rownah (6.16) /- nie wystepupi moze onostuzy€ do znajdava-
nia I; w oparciuo wartdsci z poprzednictwarstw poczynagc od warunkubrze-
gowego. Wowczaswartcsci I; moznazanalec z (6.17). Nazakotzenieobliczen
1; znajdujemyjako Sredna wazora dtugacscia stopni:
AT IZA
AT AL
gdzieA = 1;—7,; 1. W tensposolznajdujemywszystkiel ; w oparciuo zadane
Sg. Obliczenianalezy powtérzy€ dla kilku innych kierunkéw w zaleznosci od
przyjetejdyskretyzacijiu.

(6.18)
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6.2.3 Metody Il rzedu
Feautrieu

Podobnigak w metodzie2 promienidefiniujemy

j _ [(+H7V)J2r[(_#7y) (619)

gdziej, h = j, h(u, v). Wstaviajacnowe zmiennedo r.transferudostajemy

dh
H dr
4
K dr

= h
Rdézniczkupci podstaviajacmamy
i

Jestto rownanierdzniczkowe 2-rzedu zatempotrzeluje warunkéwbrzegowych
napochodneZ zenngtrzngo i wewnetrzngo warunkubrzegowego mamy

dj _ _ .
pool = J= 1=l
dj
=L = —j+1I",. =—j+B, Y
/J/dT Tmazx j + | - j + + /JL 87- Tmax

gdzieprawva strore warunkuwewnetrzneo przedstaili Smyw postaciprzyblize-
nia dyfuzyjnego.

Dyskretyzacjg6.21)t.j rozbicieatmosferynawarstwyptowadzido rownania
algebraiczngo . . o

) Jd+A1:Jd _ Jd—AJil—l
FAA

gdzieA, = 141 — Ty 0MQZA_ = T4 — T4_1

PodobmdometodyFeautrieunetodall rzedujestmetodaczynnikOwEdding-
tonanaszkicevanaw paragrafie3.2.3. Réznicapoleganatym, ze naszkicovamna
powyzejmetod dyskretyzacjrownaniatransferuwv postaci2-gorzedustosujesie
nietylko do znajdavania/(u, v), alenajpierww podobry sposétznajdujesie J,
Zrozwiazania(3.19).

= Jja— Sa (6.22)
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Rysunek6.2: Ksztalt macierzyFeautrieu. Taka macierznazywa sie pasmaeva,
bowiem nie znikajaw niej tylko wyrazyw pasiewzdtuz przelatnej.

Rozwigzanieréwnan relaksacyjnych

Rownanie(6.22) spravadzasie do standardwej postaciwystepupcejw relak-
sagjnychmetodachiozwiazywaniazagadnié brzegowychréwnah rézniczkowych:

—Aaja—1 + Baja — Cajar1 = La (6.23)

gdziew tym konkretrym wypadku

2 2 2
A (A Ay T i ALA_ C AL(A_+Ay)

(6.24)

Uktad takich rownan dla wszystkichwarstwma post& macierzyz niezeravymi
wspotczynnikamiv kwadratavychblokachnawzdhuz przelatneji dwunajblizszych
niej pod/nad-prze&trychzbudovarnychz takichblokow. Réwnaniav naraznikach
maja o jedenwyraz mniej i odpoviadajp warunkom brzegowym. Narys. 6.2
przedstaiamy przyktadmacierzyFeautrieudla blokéw 3 x 3, odpaviadajpoych
3 roznym wartcsciomkatai dtugascifali.

Taki uktad najprcsciejrozwiazujesie zwykta metoda eliminacji: z réwnanial
wyznaczamyj; i eliminujemyz pozostatychyj;, to samoz j, i.t.d. W tensposob
dostajemyuktad z 1 na przelatnej, 0 pod przelatra, D, nadprzelatma i 7, po
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prawvej stronieo postaciréwnah
Ja— Dajar1 = Zq (6.25)

Ostatniez rownah przybierapost& 1- j,, = 7, skadj,. Podstaviajacoczko wyzej
mamyj, ; i.t.d. Calaprocedue moznaprzedstaiz w zgrabnepostacidwu petli
obliczen:

Dy =0 Zop=20
Dy = (Bg— AqDg-1)'Cy
Zg= (Bqg— AqDg_1) " (Lg+ AqZ4_y) dlad=1,---n (6.26)
Jn+1 =10
Ja = Dajar1 + Za dad=n,---1 (6.27)

Dowdd naljepiej przepravadz przezindukcje, zaktadagc, ze do warstwy
d — 1 mamyposta 1, D, 7 (6.25)adalej A, B, C, L (6.23). Wéwczaseliminacja
w réwnaniu(6.23)dla d prowadzido wzoréw (6.26). Mianowicie przedstaviajac
(6.25)jako jq 1 = D4 1ja + 741 i podstaviajacdo (6.23)mamy(—A,D; 1 +
Bi)ja + Cajasr = La — AaZq 1. Dzielacprzez(B,; — A;Dq 1) otrzymujemy
wynik (6.26). Pavyzszametodamaszerszeastoswanieniz to wygladanapier-
wszyrzutoka. Poniavaz algebramacierzyobejmujete same4 dziatanianajakich
opieratasie eliminacja,identycznenvzory dostaniemygdy A, B i C bedakwadra-
towymi macierzamia L wektoremwspoétczynnikdwréwnah. Dopuszczaly jest
zatemuktadrownah w ktérymwiecejniz parapod/nadprze&trychnie znika. Taki
uktadwystepujeprzy obliczeniachbudowy wnetrzgwiazd.

Zarbwnow przypadkuliczb jak i macierzymusza by¢ spetnionewarunki
nieosobliwosci odpaviednichelementéwodwrotnych. Z postaci(6.26) wynika,
zete warunkinajtatwiejspeint dla B duzychwzgledemA (orazC). Okazujesie
takze, ze woéwczasmacierzuktadujest zdominavanaprzezprzelatra i iteracje
sie szyblo zbiegaja. Matematycznieoznaczao ze macierzuktadujest dodatnio
okreslonaa jej wyznacznikjestduzy. W przypadku(6.24) sprzyjatemuwyboér
duzej odlegtosci warstw A. Odpaowiadato wzrostawi roli sprazenialokalnego
kosztermielokalneyo. | tak fizyka splatasie z numerylka. OczywiSciewybierapc
duze A kiepslo przyblizamypochodnezatempotrzebiy jestpewvien kompromis.

Liniowa f. zrodtowa

W przypadkurozpraszaniav linii w modeluatomu2-poziomavegor. transferu
moznazapis& jako wektorave liniowe réwnanierézniczkowe

dl,, 1
K di =&, | [, —(1- 6)5 Z Wiy @i Ly — 1) (6.28)

W'
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gdzieJ przedstaili Smyw postaciodpaviedniejsumy Traktujacindeksyyv jako
numerugceskiadave wektoral to r. transferumoznazapis& wektoravo
ar
dr

<

T+N (6.29)

gdzie M i N saznane.Takie réwnaniemoznarozwiaza n.p. wektorova odmi-
am metody Feautrieu. Problempolega na tym, ze reprezentwgcerozpraszanie
macierz)/ maduzy rozmiarn x n gdzien = n, x n, an, i n, sailoSciadyskret-
nych katéwi czestaciw linii. Dajeonawkaddo macierzyA i odwracanidakiej
macierzyw kazdejwarstwiejestpowolne,zewzgledunailost operacjin®.

6.2.4 PrzyblizoneA iteracje
Metoda perturbacyjna

Od angielskigo skrotu approximatdambdaiterationsmetodaprzyblizonych A
iteracji jestzwanametoda ALI. JakwyjaSnialismyjuz (patrz5.4.16.2.1)w prak-
tyczrnych obliczeniachnie uzywa sie metod operatoravo-catkowych bo sa one
znaczniewolniejszeniz metody rézniczkowe. Poniavaz jednakistnieje dual-
izm polegajacy natym, ze kazdy problemréznczlowy moznaprzedstwiz jako
catkowy i odwrotnie,do opisumetodALl uzyjemy formalizmu operatoravego
jako bardziejprzejrzystgo. Natomiastpraktycznarealizacjabedziew oparciuo
poznaneaodzniczkowe metodyszukaniarozwiazaniaformalnego. W tym sensie
operatorA efektywniereprezentujeozwiazanieformalnerézniczkowego rowna-
nia transferuwysumavanepo katach:A[S| = J. W tensposobmetodyALl nie
zasepup poznatych metodrozniczkowych lecz stanavia ich niezwykle efekty-
wne zastoswanie. Pozwolity one na ponad10-krotneprzyspieszeniebliczen
i/lub rozpatrywanie bardziejztozonych modeli. Przy obliczeniachzajmuggych
tygodnienaszybkichmaszynachie sato oszczedndci bagatelne.
Formalniezavszemozemypranvdziwy operatorA dladanegoproblemuprzed-
stawi€ w postacisumyoperatora\* dla prostszgo problemui perturbaciji:

A=A+ (A—A¥) (6.30)

Wtedy operatorave rownanietransferu5.104)moznaprzedstaic jako
S=(1—-eA[S]+eB=(1—-¢)A"[S]+ (1 —¢€)(A—A")[S]+eB (6.31)
Do tego momentunie zrobiliSmy nic nadzwyczajngo, wypisujac tozsamdaci.

Istotry krok polega ha zauwazeniu, ze przy dogodrym wyborze A* po prawvej
stroniedrugi wyraz bedzie maty wzgledempierwszgo. Popetniagc niewielki
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btad mozemyw nim zastpic doktadra wartcst S przyblizeniemz ostatniejiter-
acji, n.p. S . Wéwczasrownaniedla nasepneo przyblizeniaS™+") przybiera
posta:

ST — (1 — A [STD] + (1 — €)(A — A*)[S™] + ¢B (6.32)

gdziepodkreslonewyrazy saz gory znane Moznaje traktowat jako nowa posta
lokalnejczescif. zrodtovej e B. W efekcieproblemrozwiazaniatransferuz za-
witym operatoremspravadzit sie do rozwiazaniaproblemuz prostym, prawvie
lokalnym operatoremA*. Cera ptacora zato jest konieczn@t iteracji. Taka
metodarozwiazywaniaréwnah ogoélnienazywa sie metoda perturbagjna.

Do celowpraktyczrych wygodniejjestzapis& (6.32)jako:

S+l _ gn [ (1 —e)A]7L(SF — s™)) gdzie (6.33)
SES = (1 — 6)( A)[S™] + €B (6.34)

oznaczaznara €zest S. W tej postacitatwiej wida€ zalety rachunkowe metody
ALI. Pamietapc o realizacji dyskretnejoperatoréwjako macierzyo rozmiarze
n widaC, ze odwracay operatorprzy dobrymwyborze A* jest diagonally albo
prawie diagonaly/lokalny, zatemkoSzt tej operacjijest ~ n operaciji, kolos-
alny zysk wzgledemn? dla nielokalngo A. PoliczenieS? nie jest tak kosz-
towne bo mnazeniepetnejmacierzyprzezwektorwymagan? operacji(kady el-
ementjest mnazory raz). Spravdzoneposepaovanie opierasie na uzyciu wek-
torowej metodyFeautrieudo rozwiazaniaréwnaniatransferu(odwrécenisopera-
tora). Ponievaz A* jest(prawie)lokalry, to wektoryi macierzesamate,n,, x n, ~

1 i obliczeniasa szybkie. Rozwiazanieformalne S¥° jest realizavane jedra
z metod|I-go lub llI-go rzedu. lteracje nalezy prowadzt az do momentugdy
popravki stara sig mate, St — S <« S W tej metodzieskutecznie
stosavanoczystonumerycznenetodyprzysSpieszaniabieznoscirozwiazah. Przykiad
takiejmetody metocg 62 Aitkenaoméwimyniecopdzniej. Catasztukaw metodzie
ALI poleganazgrabrym wyborzeA*.

Przyblizoneoperatory A*

Operator nasyceniagjadra linii
Tenprostyoperatomwywodzi sie z przyblizeniaBarbierEddingtona:

Sy(1) T, >y

6.35
35 =7) T, <7y (6.35)

A[S)] = {

gdziey ~ 3.
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Operator Scharmera
Operatorten opierasie ha samymrozwiazaniuformalnym BarbierEddingtona
wzdtuz drogi promienia,skad post& operatora

S = a+br,
Ii = a+b+0bry
I, = a—b+br, —(a—be ™
(6.36)

W oparciuo to rozwiazanieoperatordla nagzenia A7, przybieranasgpupc
posta&:

Iy = AZV[S,,] = WiWS,,(fiW(TW)) gdzie (6.37)
W—HUJ =1 f-HLV = Tuv +1
Wy =1—e™ [, = Ty

1 —e

Wagi W, spetniag warunkibrzegowe: W,,, — 1dlar,, — ocoorazW_,, — 0
dlar,, — 0.
SamoperatorA* realizujemyjako

NS =T = gulewm (6.38)

gdzieg,, sawagamictkowaniapo katachi po profilu linii.
Operator lokalny (OAB)
Ostatniaz metodopierasie nawzieciuprzelketnejoperatoral:

A* = Diag(A) (6.39)

W tensposohoperatorA* uwzgledniacatost oddziatywah lokalnych. Ta metoda
zostatapierwszyraz zastoswanajako modyfikacjaFeautrieyprzezRybickiego i
Hummera(1991)

6.2.5 Przyspieszaniezbieznosci

Zdarzasie w obliczeniachzew czasieiteracji odlegtost wartosci zmienrych od
rozwiazaniaS, zmniejszasie tylko o staty czynnik a. Innymi stowy w czasie
kolejnychiteracji spetniory jestwarunek

St _ 6y~ aS™ — 5, (6.40)
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Rysunek6.3: Poréwnaniezbiezndsci r6znych metodrozwiazaniaR.T. dla atomu
2-poziomavego w atmosferzezotermicznej.Pierwszypanelpokazujezwykte A
iteracje,w ktorychnie osiagnietozbiezndsci do dolnego rozwiazaniamimo wielu
krokow. Pozosttepaneledotycza metodyALl z i bezekstrapolacj'iorazmetody
Feautrieu.Prosz zwrécic uwage nadobma zbiezndst iteraciji w catej szerolosci
profilu.
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gdzie « jest statew kolejnych iteracjachi |a| < 1. Takapowolna zbiezndst
nazywasie zbieznascialiniowa. Moznajaprzyspieszy przezekstrapolag@ zwara
procesend? Aitkena.Zapisupc(6.40)dlan i n + 1 i dzielacstronamidostajemy

S(n+2) - SO S(n+1) . SO

S+l — G, - S — G, (6.41)
Rozwiazupcwzgledems, dostajemy
§n+2) g(n) _ Gn+1) (AS )2
= — gnt2)  A7ontl)
50 = S —agm 1 5w O Az, (6.42)

Stosavanesa tez metody ekstrapolacjioparteo wzory interpolagjne dopa-
sowvanedo poprzednichlrozwiazah metoda najmniejszyctkwadratéw
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Rozdziat7

Wyniki 1 ich zastosevania

7.1 Przeglad wynikow rachunkéw
7.1.1 ModeleLTE

Kuruczpoliczytobszera serie modeliatmosfelgwiazdw LTE dlaszerokiegamy
parametrowz uwzglednieniemefektu blanketingu dla ponad2 min linii. Jego
modelesa dosepnewww i pokrywaja zakresT, od 5000K w gore. Do wielu
celéw wystarczypo prostu skopiovat odpaviedni model. Obliczeniazostaty
wykonaneprogramATLAS. Jeston takze dosgpry na stroniewww Kuruczai
mozeby€ uzyty dlaotrzymaniamodelibrakupo/chkombinacjitakichparametréow
jak T,, g czy sktadchemiczry. Narys. 7.1 przedstawiamy struktue modeli at-
mosferydlaréznych 7, i logg = 4, t.j. dla gwiazdz okolic ciagu giébwnego.
Przedstevionewykresypodap rozktadtemperaturyl’ orazrozktadgestacielek-
tronéw N.. Na kolejnych rysunkach(Rys. 7.2, — 7.4) przedstaiamy wykresy
widmatych modeliorazodponiedniego pociemnienidbrzegowego.

ModeleKuruczanie uwzgledniappowstavaniaw atmoserzezasteczekilku-
atomavych. Z tego powodu nie nalezy ich uzywat dla 7, < 5000 gdy w at-
mosferzepowstajewiele molekuti ich pochtanianiezaczynadominovat. Na-
jbardziejznanemodeleatmosferuwzgledniapceczasteczkipoliczyli Johansson
Bell. Tzebajednakpamigta'c, ze fizyka czasteczeljestbardzoztozonai modele
te nie maja jeszczeej doktadnéci jak modelew wyzszychtemperaturach.

Ze wzgledunaznaczm@ komplikace modeliNLTE i ich zale&zncst od wielu
parametrOw brak jest gotowych tablic modeli pokrywajagych typowe ich zas-
tosavania. Dla szczgdlnych warunkdédw mozna sie postizy¢ opublikowarymi
modelamiNLTE. Dosepnew sieciwww jestkilka programéwdo obliczeh mod-
eli NLTE. Spcsrédnich najbardziegnary jestprogramTLUSTY Hubery’ego.

Poniejprzedstaviamy pobiezny przeglad efektowwystepupcychw warunk-
achNLTE. Narys. 7.5przedstaiamy przekrojgérnychwarstwatmosferyStonca,
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Rysunek7.1: Profile zmiantemperaturyi gestcci elektronavej w atmosferach
gwiazdo réznejtemperaturzefektywnejl, i grawitacji log ¢ = 4 odpaviadapcej
ciagowvi gldbwnemugwiazd.
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Rysunek7.2: Zmiary ksztattuwidma atmosferLTE Kuruczav funkcji temper
atury W wyzszychtemperaturachzucasie w oczy skok widmaw poblizu progu
jonizacji Lymannaprzy 912A. 101



a
ca * 4 14 L A ¥4 g2 % Ig 28 10 12
1 ||
raf i Tpiiesd soer N - M g kkhEt mcesis waveleagin LY (noche optical et oA
ol the incimred calees of Ty The mvenss weememglh |03 = A i a — L35 unm Bl am
1% ML el bt Liv s (il R vam ¥ Aloer nothe LBV photometr avsies The H
wnd el ag) Dadigr secser Lcite ars al o |8 oam™ oahd 12 = 271 am e am 1 el Fos

Rysunek7.3: Zmiananachyleniawidmaw obszarzewidzialnym w funkcji T..
Wszystkiewidmazostatyprzeskalavanetak by wartost strumieniaprzy 566 nm
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gdziepowstajp jadranajsilniejszycHinii widmowych. W takichwarunkachprzy
b.niskiej gestaci, dominup efekty NLTE. Przy tym chitodzeniestaje sie coraz
mniej wydajnei temperaturaoSnie na zewnatrz. W takich warunkachprofile
linii silnie odbiegaja od ksztaltuz LTE. Wobecwzrostutemperaturynazewnatrz
pojawia sie mozliwost odwrdocenigorofilu linii (jadrojaSniejszeniz okolica) lub
wreczpojawieniesie linii emisyjnej.Tak bytoby zavszeprzy LTE, alekonkurug
tutaj efekty NLTE prowadzacedo defic/tu obsadzeni@oziomoww atomach.

Uwzglednienidinii i NLTE w modelaclgorag/chgwiazd(typuB/A) powoduje
znacznenodyfikacjerozkladutemperaturyv wysokichwarstwachatmosferyRys.
7.6). Wskutektego zmianomulegaja jadrasilnychlinii powstagcew tych warst-
wach,ale nie ksztattkontinuum.Podwyzszenigemperaturynazewvnatrzw mod-
elachNLTE wiaze sie z defektemobsadzenigpoziomoéwwzbudzorych atoméwi
wywotanym przeznie spadkiemwvydajndcichtodzeniavzgledemLTE. Podobne
efektyw jeszczegoretszejatmosferzggwiazdytypu O przedstaiono narys. 7.7.
Z jednejstrory widat wptyw przestanianiav gitebi. Z drugiej reakcp wyso-
kich warstwatmosferynadodaniedomieszekestobnizenietemperaturywzgle-
demNLTE bezdomieszekwskutekwzrostuchtodzeniaw licznych stabychlini-
ach. Jednakw atmosferactbardzogorac/ch podstavowym problememjestnie
uwzglednieniedomieszelkale wyptywu gazuz atmosfery Transferpromieniava-
nia atmosferyznajdupcejsie w ruchustanavi obecnienajciekavszy problemw
teorii atmosfey ale komplikacjetematuznacznieprzekracza zakresniniejszeyo
wyktadu.

7.2 Zastosavania modeli atmosfer

Modele atmosferzbudovanew oparciuo teorie sa tylko jedrnym z elementéw
tahcuchaogiczneayo:

Zatozonafizyka < Modelatmosfery < Syntetycznavidmo < Observacje

(7.2)
W zalezndsci od zapotrzebwania, moznasie porusz& wzdtuz tahcuchaw obie
strory. Observacjewidm gwiazdmoga byt tu suravcemdodalszejnterpretaciji
jak i testemkohcaovym przevidywan teorii. Najwazniejszymproduktemjesttu
zrozumienienatury zjawisk fizycznych w atmosferachywiazd. Oprécztego teo-
ria atmosferma zastoswanie bardziej przyziemnedo diagnostykigwiazd, t.j.
wyznaczaniach podstavowych parametroworazjako dostavcawarunkowbrze-
gowychdlateorii budovy gwiazd. To ostatniezadanigestniezbyttrudnez punktu
widzeniaatmosfeli nie bedziemysie nim zajmawvac.
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Rysunek?.5: Przekr6"jmodeluNLTE gornych warstwatmosferyStonca(Chro-
mosfery).Zaznaczon@rzebig temperaturyorazmiejscapowstavanialinii wid-
mowych. Prosz zwrdcic uwage, ze linie lub ich jadrapowstapcew obszarze
wzrostutemperaturynazevnatrzmaja zakurzory profil, z mozliwosciaodwroce-
nia profilu i powstaniasktadavej emisyjnejlinii.
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Rysunek7.6: Efekty uwzglednienialinii i NLTE w modelachatmosfergwiazd
gorag/ch. Znaczneréznicetemperatuw cienkichwarstwach maja duzy wptyw
nanatgzenialinii alenie nawidmo ciagte.
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Rysunek7.7: Efekty NLTE oraz przestanianigblankettingu) w modeluatmos-
fery bardzogoracejgwiazdytypu O. W gtebiwidocznajestrola domiesziowych

pierwiastkow ktore digki stabymale bardzolicznym liniom zwiekszag blanket-

ting. Na zewnatrz gtdwnym efektempierwiastkdwdomiszlowych jestzwigksze-
nie chtodzenigorzezemisg w liniachi obnizenietemperaturypodobnigak bylo

napoprzedninrysunku.
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7.2.1 Syntezawidm

Pojeciovo syntezawidm spravadzasie do obliczeniarozwiazaniaformalnego
réwnaniatransferu. Jednakby to uczyni musimy najpierw miec wiarygodry
petry modelatmosferyz ktéregobedziemyczerpa funkcjekoniecznaloobliczenia
S, 1 7,. Dla LRT sytuacjajest prostszawystarczyT'(7), p(tau) orazx, (T, p).
Dla NLRT moze by¢ potrzebnepole promieniavania J,(7) oraz szczgotowe
obsadzeniestandow pozioméwjonizacji etc, praktyczniewieksz&t parametrow
modelu.W petrym modeluatmosferymusimyuwzglednid tylko te pierwiastkii
tesilnelinie widmowektéremajawptyw nacatkowity transporenegii i rwnovage
promienis. W przypadkusyntezyodpadag iteracje,bo rozktadtemperaturyest
wziety z modelu,natomiastpotrzebngest znaczniebardziejszczgoétowa tabela
nieprzezroczystxi z uwzglednienienrzadszyclpierwiastkowi stabszycHinii,
ktore jednakmoga miec istotneznaczeniev wygladziedango kawatkawidma,
chat nie maja wptywu nacatkowity transportenenii.

Mozliwe satrzy sposobyposepovania:

Gotowve modeleDo oszacwvah ogoélnych wiasndagci widma ciagtego i nagze-
nia (ale nie ksztattu)najsilniejszycHinii mogawystarczyg siatki gotowvych
policzorych modeli. Przyktademsa modeleLTE Kurucza,policzonedla
wieluwartcscilog T, orazlog g i dlakilku typowuchsktadéwchemicziych.
Te modelesa dosepnem.in. poprzezsiet internet.

Generatorywidm syntetyczigch Dla bardziejwyszukarych zastoswan, anal-
izy sktaduchemiczngoi pordwnaniaszczgotowegoksztattuwidmatrzeba
uzyc generatorayntetyczychwidm. W powszechym uzytku sadwatakie
generatorySYNTHE - Kurucz'aoraz SYNSPECHubery’ego. Umozli-
wiaja one dopaswanie sktaduchemiczngo tych pierwiastkowktore nie
daja duzego wkiadudo transportypromieniavania. Te programypracugw
oparciuo modelepoliczonen.p. wyliczonymi ponizej programami.

Obliczeniepetnggo modeluDla doktadnejanalizywartcsci sktaduchemiczngo
podstavowych pierwiastkow:n.p. H, He, C, N, O orazdla uwzglednienia
efektowNLRT w silnychliniach konieczngestpoliczeniewtasrychmodeli
atmosfer Dostepnew tym celusaprogramyATLAS Kuruczalub TLUSTY
Huberyego. Chocia sato gotowve programy to ich popravne uruchomie-
niei uzyciewymagaczasu zdobyciapenvnejwiedzypodstavowej, atakze
stanavi niebagatelnebciazeniekomputera. Wreszciedla niektérychza-
gadnie potrzebngestalbow’ lasnamodyfikacjaprogramualbowspétpraca
Z autoramispecjalistyczych programéw n.p. do liczeniaatmosfergora-
cych gwiazdz uwzglednieniensilnego wiatru gwiazdavego.
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7.2.2 Porownanie Teorii z Teoria

Czasenrzamiastporownaniamodeli z observacjamiporéwnujesie jedenmodel
teoretyczy z innym. Cele moga by¢ dwa: weryfikacjarachunkéw wowczas
drugi model jest prostszymmodelemktory stanavi rodzajwzorcado testava-
nia jakosci rachunkéwn.p. dla modeliNLTE takim wzorcemjestmodelatmos-
fery izotermiczneg silnym rozpraszaniemnne zastoswanieto weryfikacjaroli
nowo uwzgledniorych procesoéwfizyczrnych w atmosferze.

7.2.3 Fundamentalneparametry gwiazd

Ocenaundamentalych parametrowgwiazdopierasie na3 zaleznosciach

L=41R*T! g= GR—]\f L = L(m,d) (7.2)
gdzie L i m oznacza jasndc (moc) absolut@ i observowara gwiazdy R jej
promien, T, temperatug efektywra, M mas a d jestodlegtoscia. Dopasevujac
modelatmosferydo observacji moznaznalec T, oraz g a z observacji fotom-
etryczrych m. Mamy 4 nieznaneparametryl, M, R, d oraztylko 3 zalezndsci.
Trzebasztulowat informacje,positkujacsie pevnymi zalezncgsciami,jak n.p. dla
gwiazdnaciagugtownym, M — R dlabiatychkartéwlub M — L dlagor'ag/ch
jadermgtawic planetargch. O ile te zalezndsci sa spravdzoneto sek w tym,
ze nigdy do kohcanie jestesmy pewni czy stosug sie akuratdo danejgwiazdy
Potrzebngest dodatlowa informacja. Dla bliskich gwiazd radykalnapoprava
nasapitawskutekpomiaruparalakd odlegtoscid przezsatelie Hipparchos.
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