2 Modele politropowe

Modele gwiazd, w których ciśnienie i gȩstość spełniaja̧ zależność

p = Kρ^{1+1/n}, (47)

w której K i n (indeks politropy) sa̧ stałymi, nazywamy modelami politropowymi, lub krócej politropami. Modele te odegrały ważna̧ rolȩ w teorii budowy gwiazd i nadal maja̧ nie tylko historyczne znaczenie. W tym rozdziale stosujȩ przeważnie tradycyjne oznaczenia. Równanie (47) można interpretować dwojako, albo jako przybliżenie równania stanu, albo jako przybliżenie opisuja̧ce strukturȩ gwiazdy. Pierwsza interpretacja ma zastosowanie w modelowaniu gwiazd zbudowanych z materii zdegenerowanej, druga w modelowaniu obszarów konwektywnych różnych gwiazd. Jeżeli stosuje siȩ równanie stanu (16) to temperatura dana jest przez T = Kρ^{1n} μm k 2.1 Równanie Lane’a–Emdena

Podstawienie ρ = ρ_cθ^n i p = Kρ^{1+1/n}_c θ^{n+1} (48) pozwala na sprowadzenie równań (4-6) do równania drugiego rzȩdu na θ(r). Wpierw z (4) i (5) dostajemy

M_r = −(n + 1) Kρ^{1/n}_c G r^2 dθ dr , (49)

a nastȩpnie podstawiamy to wyrażenie do zróżniczkowanego równania (6) i po prostych przekształceniach dostajemy n + 1 4πG Kρ^{1/n−1} c 1 r^2 d dr ( r^2 dθ dr ) + θ^n = 0.

Wprowadzaja̧c nowa̧ zmienna̧ niezależna̧ ξ zdefiniowana̧ wzorem r = ξ √ (n + 1)K 4πG ρ^{1/n−1} c , (50)

dostajemy równanie 1 ξ^2 d dξ ( ξ^2 dθ dξ ) + θ^n = 0 (51)

które nazywa siȩ równaniem Lane’a–Emdena.

Dla ξ = 0 mamy θ = 1 (z definicji) i^{dθ}_{dr} = 0 (bo M_0 = 0).Bez trudu znajdujemy rozwiniȩcie potȩgowe θ(ξ), daja̧ce dobre przybliżenie rozwia̧zania w pobliżu ξ = 0. θ_n = 1 − ξ^2 6 + n ξ^4 120 − .... (52)

Poza szczególnymi przypadkami n = 0 (ciecz nieściśliwa), n = 1 i 5, pełne rozwia̧zanie można otrzymać jedynie liczbowo. Promień gwiazdy politropowej wyznacza pierwsze miejsce zerowe funkcji θ(ξ). Tȩ wartość ξ oznacza siȩ ξ_1 i nazywa promieniem politropy. W wymienionych przypadkach mamy, odpowiednio,

θ = 1 − ξ^2 6 , ξ_1 = √ 6 dla n = 0, θ = sin ξ ξ , ξ_1 = π dla n = 1 i θ = 1 √ 1 + ξ^2/3

, ξ_1 = ∞ dla n = 5.

Modele o skończonych promieniach istnieja̧ tylko dla n < 5.

Zauważmy, że problem brzegowy dany równaniami (8-10) z warunkiem (47) został sprowadzony do problemu pocza̧tkowego, który dla danego K i n ≤ 5 ma jednoznaczne rozwia̧zania.

2.2 Właściwości modeli politropowych

Table 1: Parametry funkcji Lane’a-Emdema

n ξ_1 (−ξ^{2 dθ}_{dξ} )_1 λ 0.5 2.75 3.79 1.84 1.0 3.14 3.14 3.29 1.5 3.65 2.71 5.99 2.0 4.35 2.41 11.40 2.5 5.36 2.19 23.41 3.0 6.90 2.02 54.19 3.5 9.54 1.89 152.89 4.0 14.97 1.80 622.43 4.5 31.84 1.74 6188.51

Po znalezieniu θ_n(ξ) można wyznaczyć parametry fizyczne modelu. Na ogół, parametry te zależa̧ od wartości n, od K i ρ_c. Z równania (24) dostajemy od razu, R = ρ^{1−n2n}c K^{12} ξ_1a_n, (53)

gdzie

a_n = √ n + 1 4πG .

Figure 1: Funkcje Lane’a-Emdena i przebiegi wzglȩdnej gȩstości w modelach politropowych o różnych wartościach wykładnika n.

Równanie (49) prowadzi do nastȩpuja̧cego wyrażenie na masȩ gwiazdy

M = 4πρ^{3−n2n}c K^{32} ( −ξ^2 dθ dξ ) 1 a^3_n. (54)

Zauważmy, że parametr mierza̧cy stopień koncentracji materii w gwieździe, λ = ρ_c/ρ̄, zależy tylko od n. Mamy bowiem λ = 4πρ_cR^3 3M = ξ_1 3 ( dθ dξ )_{−1} 1 (55)

Funkcja λ(n) jest monotonicznie rosna̧ca. Dla n → 5, R → ∞ i λ → ∞, ale M pozostaje skończone. n = 5 jest graniczna̧ wartościa̧ wykładnika dla statycznych politrop. Przypadek izotermicznej struktury zbudowanej z gazu doskonałego opisuje zależność politropowa z n → ∞. Taki obiekt nie może znajdować siȩ w równowadze hydrostatycznej.

Eliminuja̧c ρ_c z równań (53) i (54) można znaleźć zależność Masa–Promień dla politrop. Przy ustalonych K i n, mamy R = M^{n−1n−3} K^{n3−n} ξ_1 [ 4π ( −ξ^2 dθ dξ ) 1 ]^{n−1}_{3−n} a^{2n3−n}n (56)

Zauważmy, że przy ustalonym K promień politropy jest maleja̧ca̧ funkcja̧ jej masy w przedziale n ∈ (1, 3). Interesuja̧ca jest wartość n = 3. Mamy wtedy dM/dρ_c = 0. oznacza to, że przy danej masie gwiazdy z równaniem stanu danym przez (47) z n = 3 nie można na ogół skonstruować modelu gwiazdy.

W przypadku innych barotropowych równań stanu, p = p(ρ), konstruuje siȩ cia̧gi modeli dla parametru ρ_c całkuja̧c równania (8) i (9) (lub 20 w przypadku relatywistycznym ) od M_r = 0 do pierwszego miejsca zerowego ρ. Wartości M_r i r w tym punkcie wyznaczaja̧ promień i masȩ gwiazdy. Ekstrema funkcji M(ρ_c) sa̧ punktami przejścia od konfiguracji stabilnych do niestabilnych.

Dla gwiazd politropowych mamy prosty wzór na energiȩ grawitacyjna̧ W = − 3 (5 − n) GM^2 R , (57)

Najłatwiej ten wzór uzyskać, korzystaja̧c z pierwszej równości w równaniu (7) oraz z wyrażenia

Φ = − GM R − (n + 1) p ρ , wynikaja̧cego z równań (4) i (47). Po podstawieniu do wzoru (7) trzeba jeszcze skorzystać z równania (13).

Zadania 1. Proszȩ sprawdzić, że θ = (1 + ξ^2/3)^{−1/2} jest rozwia̧zaniem równania Lame’a-Emdena dla n = 5, oraz wyliczyć wartości ξ odpowiadaja̧ce sferom wewna̧trz których znajduje siȩ 50%, 90% i 99% masy gwiazdy.

2. Masa politropy n = 3 jest wyznaczona jednoznacznie przez wartość K. Równanie stanu dla całkowicie i ultrarelatywistycznie zdegenrowanego gazu nie zawieraja̧cego wodoru ma postać

p = Kρ^{43} z K = hc 16m ( 3 2πm ) 1_3 . Proszȩ wyznaczyć w jednostkach M_⊙ masȩ gwiazdy zbudowanej z takiego gazu, zaniedbuja̧c efekty relatywistczne w warunku równowagi mechanicznej. W obliczeniach proszȩ posłużyć siȩ Tabela̧ 1 i Dodatkiem.