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Streszczenie

Niniejsza praca opisuje sposéb i rezultaty wyznaczania parametréw fizycznych
i orbitalnych uktadéw gwiazd podwdjnych za¢mieniowych typu SB2: FM Leo i
FK Leo. Wielkosci charakteryzujace gwiazdy oszacowano na podstawie analizy
danych spektroskopowych pochodzacych z 1.9 metrowego teleskopu DDO w Ka-
nadzie oraz fotometrii z przegladu ASAS. Dostepna literatura nie zawiera zadnych
szczegdlowych danych na temat parametréw tych uktadéow.

Wyznaczenie predkosci radialnych wykonano technika korelacji krzyzowej,
przy uzyciu dwoéch metod: korelacji jednowymiarowej i dwuwymiarowej TOD-
COR. W przypadku pierwszego z badanych ukladéw w rezultacie uzycia obu
metod uzyskano podobne rezultaty: dwie krzywe predkosci radialnych. Dla dru-
giego z badanych ukitadéw, ktorego skladnikiem jest gwiazda staba, w wyniku
zastosowania metody korelacji jednowymiarowej uzyskano jedna krzywa RV. W
rezultacie uzycia metody TODCOR otrzymano dwie krzywe predkosci radialnych.

Parametry charakteryzujace analizowane uktady wyznaczono za pomoca pro-
gramu PHOFEBE bazujacego na metodzie Wilsona - Devinney’a. W celu we-
ryfikacji ich poprawnosci dokonano poréwnania z modelami budowy i ewolucji
gwiazd wyznaczajac jednoczesnie wiek ukladéw (2 - 2.5 mld lat dla FM Leo, 2.2
mld lat dla FK Leo). Dodatkowym testem uczyniono wyznaczenie odleglosci do
analizowanych obiektow i poréwnanie jej z wartosciami z Hipparcosa. Rezultaty
wskazujg na spojnosé uzyskanych rozwiazan z wartosciami oczekiwanymi.






Abstract

The following work summarizes the results of determination of physical and
orbital parameters of two detached double-lined eclipsing binaries: FM Leo and
FK Leo. We obtained them from the analysis of spectroscopic observations from
the 1.9 m telescope in DDO (Canada) and photometric data from the ASAS
survey. No previous photometric and spectroscopic solution exists in the literature
for any of the targets.

In order to determine the radial velocities of components, one- and two- di-
mensional cross correlation techniques have been used. In the case of FM Leo,
we have derived radial velocity curves for every component using both methods.
For the second eclipsing binary, whose secondary is faint, in the case of one-
dimensional cross correlation only one radial velocity curve has been obtained.
As a result of using the two-dimensional method, TODCOR, we successfully have
derived both RV curves.

The orbits and physical parameters of FM Leo and FK Leo have been esti-
mated using PHOEBE which is based on the Wilson - Devinney method. As a
test, we have compared them with the evolutionary models and estimated the
age of binaries (2 - 2.5 Gyr for FM Leo, 2.2 Gyr for FK Leo). Additionally, we
have estimated the distance to the binaries - it agrees within the error bars with
the Hipparcos parallaxes for both systems.
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Wstep

Wprowadzenie

Uktady podwdéjne gwiazd zajmuja szczegdlne miejsce we wspodlczesnej astrofi-
zyce. Jest to spowodowane zaréwno ich liczebnoscia, jak i istotnoscia. Powszechne
jest twierdzenie, ze uklady podwdjne i wielokrotne stanowia zdecydowana wiek-
szo$¢ obserwowanych gwiazd (Kallrath & Milone, 1999). Poglad ten nie uwzgled-
nia jednak czerwonych kartéw typu M, ktore stanowiag az 70% populacji gwiazd
(Lada, 2006). Nie zmienia to jednak faktu istotnosci uktadéw podwéjnych. Stano-
wig one bowiem doskonaly test rozleglej teorii ewolucji gwiazd. Badania nad nimi
sg zrodtem unikatowych informacji na temat podstawowych wlasciwosci gwiazd.
Przykladem moze byé¢ mozliwosé bezposredniego wyznaczenia masy obiektu, kto-
ra wymaga pomiaréw oddzialywan grawitacyjnych pomiedzy dwoma obiektami
(galaktyka - galaktyka, gwiazda - gwiazda, gwiazda - planeta, planeta - satelita).
W przypadku dwdch galaktyk, odlegtosci do nich sg na tyle duze, ze uniemozliwia-
ja wykrycie ich wzajemnego ruchu na ptaszczyznie nieba. W przypadku uktadu
gwiazdy i planety, tylko niezwykle duza rozdzielczos¢ teleskopu powoduje detek-
cje ruchu spowodowang oddzialywaniami grawitacyjnymi. Zatem tylko uktady
gwiazd podwdjnych pozwalajg na analize ich wzajemnego ruchu, wyznaczenie
mas oraz badanie innych wtasnosci obu sktadnikéw.

Najdoktadniejsze oszacowanie parametréw charakteryzujacych gwiazde moz-
na otrzymac rozpatrujac rozdzielone, spektralnie podwoéjne uktady zaé¢mieniowe.
Na podstawie danych obserwacyjnych tych uktadéw - krzywych zmian blasku i
predkosci radialnych, poza masg mozemy wyznaczy¢ takze dodatkowe parame-
try opisujace uktad, np. pdélosie wielkie orbit, promienie sktadnikow, stosunek
strumieni promieniowania, a z niego - stosunek temperatur efektywnych gwiazd.
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Cel pracy

Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie parametréw fizycznych (m.in. ma-
sy, promienie, temperatury) i orbitalnych (m.in. péto§ wielka orbity, nachylenie)
opisujacych dwa uklady podwéjne zac¢mieniowe: FM Leo i FK Leo, a takze osza-
cowanie wieku rozwazanych obiektéw i sprawdzenie ich statusu ewolucyjnego.
Wyznaczenie parametréow uktadéw przeprowadzono w oparciu o kod Wilsona -
Devinneya (WD) za pomoca programu PHOEBE, stuzacego do modelowania
uktadéw zaémieniowych na podstawie obserwowanych zmian jasnoéci i predkosci
radialnych uktadu.

Praca zawiera dodatkowo rozlegly opis metod wyznaczania predkosci radial-
nych skladnikéow (korelacja krzyzowa jednowymiarowa i dwuwymiarowa: TOD-
COR) oraz ich poréwnanie, a takze opis zastosowania wyzej wymienionych pro-
cedur w praktyce. W pracy zamieszczono takze przeglad informacji na temat

sposobu generowania Sciezek ewolucyjnych i izochron.



Rozdziat 1

Wykorzystanie uktadow
podwadjnych zacmieniowych do
wyznaczania parametrow gwiazd

1.1 Klasyfikacja uktadéw podwodjnych

Podwojne uktady gwiazdowe podlegaja dwém klasyfikacjom: zwigzang z me-
todami obserwacji oraz morfologicznej. Ponizej przedstawiono opis kazdej z nich
oparty na informacjach zaczerpnietych gtéwnie z ksiazki Eclipsing Binary Stars
(Kallrath & Milone, 1999).

1.1.1 Klasyfikacja pod wzgledem metod obserwacyjnych

Uktady podwdjne dzielimy na:
e wizualne

e spektroskopowe

e za¢mieniowe

W uktadach wizualnie podwéjnych kazdy sktadnik mozna zaobserwowad z
osobna. Rozdzielenie uktadu zwiazane jest z duza separacja skladnikéw, zatem
okresy obiegu gwiazd sa zazwyczaj bardzo diugie (kilka - kilka tysiecy lat). Ob-
serwacje pozwalaja na wyznaczenie ksztaltu i wzglednych rozmiaréw orbit sktad-
nikéw oraz nachylenia plaszczyzny orbity.

7 réwnania $rodka masy otrzymujemy zaleznosé

M1a2 = Mgal, (11)

3
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gdzie M, My to masy skladnikéw, a a; i ag to pdlosie wielkie orbit gwiazd.
Korzystajac z III prawa Keplera:

2 47T2_ My + Mo

e S 1.2
W= (0 1) (1.2)

gdzie w to predkosé katowa, a P to okres, otrzymujemy druga zalezno$¢ wigza-
ca ze soba masy sktadnikow. W wigkszoéci przypadkéw nie jesteSmy w stanie
wyznaczy¢ ai i as, tylko wzgledna potos uktadu bedaca suma potosi sktadnikéw
a = a1 + az. W przypadku uktadéw spektroskopowo podwdjnych jest to wiel-
kos¢ liniowa, jednak dla uktadéw wizualnych uzyskujemy wielko$¢ katowa. By
wyznaczy¢ liniowa wielko$¢é pétosi wielkiej wymagana jest znajomos$é paralaksy.
W zwigzku z ograniczeniami wyznaczania paralaksy, metoda ta stosowana jest
tylko w przypadku odlegloéci do uktadu nie wigkszej niz 30 parsekéw. Sytuacje
poprawiaja specjalne projekty np. Hipparcos (1989 - 1993), ktéra osiagajac do-
ktadnosé ~ 0.001 sekund tuku, zarejestrowata 12 915 uktadéw podwdjnych lub
wielokrotnych (Kallrath & Milone, 1999).

Gdy tylko jeden skladnik uktadu jest widoczny, poniewaz drugi jest zbyt staby
lub zbyt bliski jasnego sktadnika, o podwdjnoéci uktadu moga Swiadczy¢ efekty
grawitacyjne. Uktady, ktérych podwojnosé wykrywana jest poprzez zmiane po-
tozenia widocznego skladnika nazywamy astrometrycznie podwdjnymi. Stabszy
sktadnik moze by¢ teoretycznie widoczny, lecz w praktyce moze niknaé w blasku
sktadnika jaéniejszego. Przykladem takiego obiektu jest Syriusz B. Inny przypa-
dek stanowia uktady, gdzie sktadniki sa zbyt blisko siebie, co wplywa na to, ze nie
mozna ich obserwacyjnie rozdzieli¢. Teoretyczna zdolno$é¢ rozdzielcza teleskopu
opisana jest wzorem:

A
A=122— 1.3
2, (13)

gdzie A to minimalna odleglo$é katowa w radianach osiggalna przez teleskop, D -
apertura teleskopu, X - dtugo$é fali w tych samych jednostkach. Idealne warunki w
przypadku obserwacji naziemnych sa jednak nieosiggalne ze wzgledu na obecno$é
atmosfery i jej turbulencje - tzw. seeing. By zredukowaé¢ jego wplyw, uzywa sie
systemow optyki adaptywne;j.

Uktadami spektroskopowo podwoéjnymi nazywamy gwiazdy, w ktorych wid-
mach obserwujemy przesuniecie linii widmowych sktadnikéw wskutek ruchu orbi-
talnego wokét érodka masy ukladu (efekt Dopplera). Ciag obserwacji spektrosko-
powych pozwala na wyznaczenie przesunieé linii oraz krzywej predkosci radial-
nych dla kazdej z gwiazd. Wyznaczenie stosunku mas w tych uktadach wymaga
odpowiednich warunkéw - m.in. jasno$¢ wzgledna obu sktadnikéw nie powinna
przekraczaé¢ 10. W przypadku uzyskania dwéch krzywych zmian predkosci ra-
dialnych (dla kazdego ze skladnikéw) stosunek mas mozemy wyznaczy¢ przez
poréwnanie amplitud krzywych. Takie uklady nazywane sa ukladami spektro-
skopowymi z podwdéjnymi liniami (ang. double-lined spectroscopic binary, SB2).
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Jesli spektroskopowo widoczny jest tylko jeden sktadnik, uktad nazywamy wow-
czas uktadem spektroskopowym z pojedynczymi liniami (ang. single-lined spec-
troscopic binary, SB1) .

Wyznaczenie mas i promieni gwiazd wymaga znajomosci nachylenia orbity
uktadu i, ktérego nie mozna wyznaczyé z danych spektralnych. Potrzebne sa
zatem dane fotometryczne. Jesli orbita uktadu jest ustawiona krawedzia do ob-
serwatora (ang. edge-on), a separacja sktadnikéw odpowiednio mala, w uktadzie
mozemy obserwowaé zaémienia oraz wyznaczy¢ krzywa zmian blasku (Light Cu-
rve, LC) . Uklady takie nazywamy za¢mieniowymi. Prawdopodobiefistwo zajscia
zaémienia zalezy od rozmiaréw orbity i gwiazd - im mniejsza orbita wzgledem roz-
miaréw gwiazd, tym za¢mienie bardziej prawdopodobne. Analiza krzywej zmian
blasku pozwala na wyznaczenie nachylenia ¢, mimosrodu orbity e, wzglednych
rozmiarow i ksztaltéw sktadnikéw, stosunku mas oraz jasnosci. Jesli dodatkowo
dostepne sa krzywe zmian predkosci radialnych - mozna wyznaczy¢ masy sktad-
nikéw i potosie wielkie ich orbit.

Pierwsze wyznaczone krzywe blasku uktadéw zaémieniowych zostaty sklasyfi-
kowane ze wzgledu na ich ksztalt (Hall, 1996). Ta fenomenologiczna klasyfikacja
(rysunek 1.1) dzieli uklady zaémieniowe na trzy grupy:

e typu Algola (zmiany blasku 2.2™ -3.5™, rézna gleboko$¢ miniméw, maksima
stosunkowo plaskie)

e (3 Lyr (ciagle zmiany blasku, elipsoidalne ksztalty skladnikéw, rézna gle-
bokos¢ miniméw)

e W UMa (ciagle zmiany blasku, poréwnywalna glebokosé miniméw, krétkie
okresy do 1 doby).

1.1.2 Klasyfikacja morfologiczna

Wiasciwosci fizyczne uktadow podwdjnych znajduja odzwierciedlenie w kla-
syfikacji morfologicznej (rysunek 1.2):

e uklad rozdzielony (ang. detached system)

e uklad pélrozdzielony (ang. semi-detached system)
e uklad kontaktowy (ang. contact system)

e uklad ponadkontaktowy (ang. over-contact system)

Do opisu wtlasnoéci fizycznych gwiazd wykorzystany zostal model Roche’a,
w ktorym wypelniaja one pewne powierzchnie ekwipotencjalne. Krytyczna po-
wierzchnia Roche’a (wewnetrzna otoczka) okresla maksymalny rozmiar pojedyn-
czej gwiazdy. Maksymalne powierzchnie Roche’a dwéch sktadnikow tacza sie w
punkcie Lagrange’a L.
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Rysunek 1.1: Klasyfikacja fenomenologiczna (EA - typ Algola, EB - typ 3 Lyr,
EW - typ W UMa) (Dimitrov, 2007).

Uktady, w ktorych sktadniki nie wypelniaja krytycznej powierzchni Roche’a,
tylko znajduja sie wewnatrz niej nazywamy uktadami rozdzielonymi. Jezeli w
trakcie ewolucji, ktéras z gwiazd wypelni swoja powierzchnie krytyczna - uktad
staje si¢ péirozdzielony. Nastepuje wowczas wyplyw materii przez punkt Lagran-
ge’a Ly 1 jej opadanie na drugi sktadnik uktadu. Gdy oba sktadniki wypelniaja
powierzchnie Roche’a rozpatrujemy uktad kontaktowy. W dalszej ewolucji uktady
przeksztatcaja sie w ponadkontaktowe, tworzac wspdlna otoczke.

Zewnetrzng otoczka lub zewnetrzna powierzchnia Roche’a nazywamy powierzch-
ni¢ odpowiadajaca potencjatowi, dla ktérego masa uchodzi poza uktad. Jesli wiec
uktad ponadkontaktowy w swej ewolucji ”rozrosnie si¢” i zacznie wypelniaé cal-
kowicie ta otoczke - bedzie tracil mase.

Istnieje zaleznos¢ pomiedzy klasyfikacja fenomenologiczna i morfologiczna:
uktady pétrozdzielone maja krzywe zmian blasku typu Algola, a uktady ponad-
kontaktowe - typu W UMa. W przypadku krzywych zmian blasku typu § Lyrae
odnotowujemy brak morfologicznego odpowiednika, gdyz moga je produkowaé
zarowno uktady rozdzielone, pétrozdzielone, jak i ponadkontaktowe.

1.2 Efekty obserwowalne

Informacji o uktadzie spektroskopowo podwéjnym za¢mieniowym dostarczaja
nam dwie niezalezne metody: fotometryczna i spektroskopowa. Na ich podstawie
mozemy uzyska¢ krzywa zmian blasku (zmiana jasnosci skladnikéw na wsku-
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Rysunek 1.2: Klasyfikacja morfologiczna: uktad rozdzielony, péirozdzielony, kon-
taktowy i ponadkontaktowy o maksymalnych mozliwych rozmiarach (zrédto: ka-
talog gwiazd podwdjnych CALEB).

tek wzajemnych zaémien) oraz krzywa zmian predkosci radialnych (spowodowa-
ne efektem Dopplera - ruch orbitalny skladnikéw). Analiza ksztaltu, glebokosci
i czasow spadku jasnosci oraz charakteru i amplitudy zmian predkosci radial-
nych pozwala na wyznaczenie wiekszoéci parametrow ukladu, w szczegdlnosci
mas skladnikéw, ich promieni oraz parametrow orbitalnych. Informacja ta stu-
zy miedzy innymi do wyznaczenia wieku uktadu, czy testowania teorii ewolucji
gwiazd.

Parametry charakteryzujace uktad wplywaja na ksztalt krzywej zmian bla-
sku (LC) i krzywej zmian predkosci radialnych (RV) . Ksztalt LC zalezy przede
wszystkim od separacji sktadnikéw, rozmiaréw gwiazd i nachylenia orbity. Jesli
gwiazdy wypelniaja w znacznym stopniu krytyczne powierzchnie Roche’a, za-



ROZDZIAL 1. WYKORZYSTANIE UKEADOW PODWOJNYCH
8 ZACMIENIOWYCH DO WYZNACZANIA PARAMETROW GWIAZD

¢mienia mozliwe sg dla szerszego zakresu nachylen. W przeciwnym przypadku,
czyli gdy rozmiary gwiazd sa mate w stosunku do separacji, za¢mienia sg determi-
nowane przez nachylenie orbity ¢ = 90°. Jezeli sktadniki uktadu maja rézne roz-
miary, odpowiadajace za¢mieniu minimum LC jest ptaskie. Dla nachylen ¢<90°
zachodza za¢mienia niecentralne (gwiazda, ktéra zaé¢miewa nie znajduje sie do-
kladnie na linii obserwator - gwiazda za¢miewana), a przy nachyleniu granicznym
(minimalne lub maksymalne nachylenie, przy ktérym cala gwiazda zaémiewajaca
znajduje sie na tle tarczy gwiazdy zaémiewanej) mozna obserwowaé zacmienia
styczne. Ponizej tej wartosci ¢ zachodza zaémienia czeSciowe (czes$é tarczy gwiaz-
dy za¢miewajace]j znajduje sie poza tarcza gwiazdy zaé¢miewanej). Krzywa zmian
blasku charakteryzuje sie wowczas mniejsza amplituda zmian jasnosci. Zaleznosé
przebiegu LC od nachylenia orbity przedstawia rysunek (1.3).

1.2 T ' T | ' T I

Rysunek 1.3: Wplyw nachylenia orbity na ksztalt krzywej blasku (Dimitrov,
2007).

Kolejnymi parametrami wplywajacymi na zmiany ksztattu LC sa rozmiary i
ksztalt sktadnikéw uktadu, opisywane w sposéb Scisty przez potencjal powierzch-
niowy ). Wartosci potencjatu przyjmuja przewaznie wartosci z zakresu od 3 do
8 (warto$¢ bezwymiarowa, przy zalozeniu, ze odleglo$é miedzy sktadnikami jest
réwna jeden) (Prsa, 2006). Wysoki potencjal odpowiada malym rozmiarom i sfe-
rycznej symetrii gwiazdy, niski - duzym rozmiarom i ksztaltom "kropli”. Zatem
gwiazdy o niskim potencjale niemal wypelniaja krytyczna powierzchnie Roche’a.
Minimalna wartos¢ §2 dla sktadnika uktadu rozdzielonego odpowiada wartosci 2
dla powierzchni krytycznej lub punktu Lagrange’a Li. Przy tej wartosci poten-
cjatu gwiazda jest silnie znieksztalcona. Przez punkt L; moze nastapi¢ woéwczas
przeptyw masy do drugiego sktadnika ukladu. Stopien znieksztalcenia przynaj-
mniej jednego skladnika mozemy zaobserwowaé w maksimach krzywych zmian
blasku. Dla eliptycznych sktadnikéw obserwujemy charakterystyczne wybrzusze-
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Rysunek 1.4: Wplyw nachylenia orbity na ksztalt krzywej blasku (i<90°) (Dimi-
trov, 2007).

nie w fazach 0.251 0.75 (rys. 1.4). Na ksztalt LC wplywa takze mimosréd orbity.
Uktady bliskie, w ktorych wystepuja duze sity ptywowe posiadaja orbity kotowe.
Spora czeé¢ uktadéow podwdjnych posiada jednak orbity eliptyczne. Rozpoznaje-
my je po przesunietym minimum wtérnym w LC (przesuniecie fazowe pomiedzy
minimami nie wynosi wowczas 0.5, jak w przypadku orbit kolowych; wyjatek
stanowia 2 przypadki: dlugo$é peryastronu w = 90° i 270°). Poza przesunieciem
minimoéw, obserwujemy takze znieksztalcenie maksimow. Na skutek niejedno-
stajnego ruchu po orbicie, maksima moga by¢ asymetryczne. Poréwnanie LC dla
orbity kotowej i eliptycznej dla tego samego uktadu znajduje si¢ na rysunku 1.5.

W trakcie ruchu orbitalnego zmienia si¢ wzajemna odlegto$é¢ sktadnikéw i
ksztalt powierzchni ekwipotencjalnych, ktére ograniczaja gwiazdy. W przypadku
matlej odleglosci sktadniki sa bardziej znieksztalcone, co powoduje, ze jedno z
maksiméw jest bardziej zakrzywione. Na rysunku (1.6) przedstawiony jest uktad
o orbicie eliptycznej (e = 0.3) dla réznych katéw dlugosci peryastronu w. Jest
to réwnowazne z obserwowaniem uktadu z réznych kierunkéw bez zmiany nachy-
lenia orbity. Gleboko$é¢ zaémien jest rozna przede wszystkim na skutek réznej
odlegtosci miedzy sktadnikami w trakcie obserwowanych za¢mien.

Poza zmianami w przebiegu LC, parametry uktadu wptywaja takze na znie-
ksztalcenia krzywych zmian predkosci radialnych (RV). Gléwnym czynnikiem
wplywajacym na ksztalt krzywych RV jest stosunek mas sktadnikéw ¢ definio-
wany jako

My K,y

_ My 1.4
=L T & (1.4)

gdzie K1 i Ko to odpowiednio amplitudy krzywych RV dla obu sktadnikéw. Na
ksztalt RV wptywa takze potos wielka uktadu a. Dla zadanego okresu orbitalnego
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Rysunek 1.5: Poréwnanie krzywych blasku i predkosci radialnych dla tej samej
pary gwiazd dla orbity kotowej i eliptycznej e = 0.4.

mniejsze wartosci a odpowiadaja mniejszym amplitudom zmian RV, co wynika
ze wzoru (Kubiak, 1994):

asini = (K + Ko) - P-0.01976, (1.5)

gdzie okres P jest w dobach, amplitudy K2 w km/s, a pétos wzgledna a w Re.

1.3 Wyznaczanie parametréw sktadnikéw uktadéw podwoj-
nych zaémieniowych

Dla trzech typéw ukladéw podwdjnych mozemy wyznaczyé masy gwiazd (Shu,
2003). Sa to uklady wizualnie podwdjne, dla ktérych wyznaczono ksztalt orbit
i znana jest odleglo$é (paralaksa), ukltady wizualnie podwdjne, dla ktérych wy-
znaczono ksztalt orbit i znana jest predkosé radialna wzdluz calych orbit oraz
uktady podwdjne spektroskopowe za¢mieniowe typu SB2 .

Na podstawie danych obserwacyjnych uktadéw zaémieniowych SB2 - krzywej
zmian blasku i predkosci radialnych, poza masa mozemy wyznaczy¢ takze do-
datkowe parametry opisujace uklad, np. pétosie wielkie orbit, promienie gwiazd,
stosunek strumieni promieniowania, a z niego - stosunek temperatur efektywnych
gwiazd.
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Rysunek 1.6: Krzywe zmian predkosci radialnych i blasku dla czterech wartosci
w=0,1.57,3.14,4.71 rad dla mimosrodu e = 0.3 (Dimitrov, 2007).

1.3.1 Woyznaczanie pétosi wielkich orbit i mas gwiazd

Pole grawitacyjne wytwarzane przez uklad dwoch gwiazd mozna przyblizyé
polem bedacym efektem istnienia dwoch punktowych mas znajdujacych sie we-
wnatrz tychze gwiazd, orbitujacych wokdt wspdlnego srodka masy przy zalozeniu,
ze rozwazany uktad podwdjny jest rozdzielony, zatem jego sktadniki nie sg znie-
ksztalcone - maja ksztalt kuli (Hilditch, 2001).

Rysunek 1.7 przedstawia wzgledng orbite ukladu podwdjnego w przestrze-
ni trojwymiarowej zdefiniowana przez katy Q (dlugo$¢ wezta wstepujacego), i
(nachylenie orbity) i w (dlugoéé peryastronu). Nalezy zwrécié uwage na fakt, iz
oznaczenie ), ktére we wczedniejszych rozwazaniach reprezentowato potencjat po-
wierzchniowy odnosi sie teraz do okreélenia polozenia wezta wstepujacego. Masa
M znajduje sie w Srodku uktadu wspétrzednych xyz. Masa sktadnika drugiego
M> krazy po orbicie wokét masy M i po czasie t znajduje sie w P2. Obserwator
patrzy na uktad wzdluz kierunku 0z ze strony dotu rysunku. N oznacza wezel
wstepujacy, a 0 - anomalie prawdziwa dla czasu t. Ponizsze rozwazania oparte sg
na informacjach zaczerpnietych z ksiazki An Introduction to Close Binary Stars
(Hilditch, 2001).

Wspdlrzedne biegunowe gwiazdy o masie Ma znajdujacej sie w punkcie P
wzgledem poczatku ukladu wspoélrzednych wynosza (r, 6+w). Promieh wodzacy
taczacy te gwiazde z poczatkiem uktadu wspdirzednych mozemy roztozy¢ na dwie
skladowe: rcos(f + w) oraz rsin(f + w). Rzutujac druga sktadowa na kierunek
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Rysunek 1.7: Orbita uktadu podwdjnego w przestrzeni trojwymiarowej. Masa M
znajduje sie¢ w poczatku uktadu wspotrzednych, masa My zajmuje potozenie w
punkcie Py. Objasnienie symboli w tekscie (Hilditch, 2001).

patrzenia uzyskamy:
z = rsin(f + w) sini. (1.6)

Predkos$é radialna obserwowana wskutek ruchu orbitalnego wynosi zatem

Viad = 2 = sini[sin(0 + w)7 + r cos(6 + w)0). (1.7)

By wyznaczy¢ wartosci 7 uzyjemy biegunowego rownania elipsy

a(l—e?)
= 7 1.8
" T T+ ecosd’ (18)
po zrozniczkowaniu ktérego uzyskujemy
esin 0rf
=, 1.9
" (14 ecosh) (1.9)
Dla wyznaczenia 0 skorzystamy z II prawa Keplera:
r20 = 21a®(1 — *)Y/2P, (1.10)

zatem predko$¢ radialng sktadnika ukladu mozemy zapisa¢ jako:

Viad = K[cos(0 + w) + ecosw| + 7, (1.11)
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gdzie o sin
Tasin
K= m (1.12)
jest nazywane amplituda krzywej predkosci radialnej, a v jest predkoscia radialna
calego ukladu ($rodka mas).
Dla uktadéw podwéjnych typu SB2, w przypadku ktorych krzywe predkosci
radialnych moga by¢ wyznaczone dla obu sktadnikéw, mozliwe jest wyznaczenie
mas skladnikéw. Dla gwiazd o masach M; 2, zrzutowana poétos wielka aq 2 sini

moze by¢ wyznaczona bezposrednio ze znajomosci amplitudy K1 o:

1—e2)l/?

algsini: 7K1 QP. (1.13)
b 27.‘_ b

By uzyskaé¢ masy obu sktadnikéw skorzystajmy ze znanych zaleznoéci. Z réwnania

srodka masy mamy:
M 1 T9 ag

i 1.14
Ny a) (1.14)
a z IIT prawa Keplera
G(M; + My) = 4n%a®/ P2 (1.15)
Zastepujac My uzyskujemy zatem zalezno$é
ai 47203
M+ M —=——. 1.16
! ! a9 GP2 ( )
Zauwazmy, ze
asini = aj sini + ag sini, (1.17)
gdzie a; i ao zostaly wyznaczone wczesniej, zatem
4 2 3 i3
Misindi = — i (1.18)

GP21 + (aysini)/(agsini)’

Uzywajac wyrazenia na ajsini uzyskamy relacje definiujacg minimalne masy
sktadnikéw:
.3 1 213/2 2
MLQ sin” 1 = ﬁ(l —e ) (K1 -+ KQ) K271P. (119)
s

Powyzsze réwnanie podaje doktadne wartosci mas dla nachylenia ¢ = 90°. Dla
innych nachylen wyrazenie wskazuje na dolny limit mas kazdego ze sktadnikow
uktadu.

Dla jednostki predkosci km/s i okresu podanego w dniach réwnania 1.13 i
1.19 mozemy zapisaé jako

a1zsini = (1.3751 x 104)(1 — €)V2K, o P [km] = (1.20)
= (1.9758 x 1072)(1 — €*)Y2K1 2P [Ro],

M osin®i = (1.0361 x 1077)(1 — €2)%/2(K; + K2)?Ky1 P [Ma). (1.21)
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Zaleznos¢ minimalnej masy od szeScianu jednej amplitudy predkosci i kwadra-
tu drugiej w réwnaniu 1.21 prowadzi do stwierdzenia, ze tylko doktadne pomiary
predkosci radialnych daja w efekcie akceptowalne masy gwiazd. Gdy niepewnosé
wyznaczenia amplitudy dla jednej z gwiazd wynosi 10%, wéwczas wyznaczona
masa moze by¢ obarczona bledem rzedu az 30 %. Zatem amplitudy nalezy wy-
znaczy¢ z bledem maksymalnym 1%, by méc oszacowaé masy sktadnikéw z do-
ktadnoscig 3%.

W przypadku uktadéow spektroskopowo podwdjnych typu SB1, w ktérych wi-
doczny jest tylko jeden skladnik uktadu, mozemy wyznaczy¢ wartosé jednej am-
plitudy K7, a stad zamiast poétosi i masy oszacowaé jedynie warto$é¢ asini oraz
wielkos¢ zwang funkcja masy definiowana jako:

M3 sin® i

ESTA (1.0361 x 1077)(1 — €2)*2K3P [Mg). (1.22)

f(M) =

By wyznaczyé warto$é¢ masy My w przypadku uktadu typu SB1 konieczna
jest znajomosé nachylenia ¢ oraz masy M; z innych zrédet.

Wyznaczone masy gwiazd uktadéw podwdjnych spetniaja znana relacje masa
- jasnos¢ dla gwiazd ciagu gtéwnego. Rysunek 1.8 przedstawia wykres zaleznosci
masy od jasnoéci dla 192 gwiazd ukladéw podwdjnych typu SB2 (Svechnikov,
1984).

Mazz-Luminosity Pelation for Main Sequence Stars
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Rysunek 1.8: Wykres zaleznosci masy od jasnosci dla 192 gwiazd ukladéw po-
dwéjnych typu SB2 (Svechnikov, 1984).
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Rysunek 1.9: Uktad podwéjny za¢mieniowy dla nachylenia orbity ¢ ~ 90°. Mniej-
szy skladnik jest gwiazda cieplejsza. Litery a, b, c, d, e, f oznaczaja rézne fazy
zac¢mien.

1.3.2 Woyznaczanie promieni gwiazd

Analiza krzywej zmian blasku uktadéw zaémieniowych, a w szczegdlnosci po-
miar czasu trwania za¢mien pozwala na wyznaczenie promieni obu gwiazd.

Zaktadajac nachylenie ¢ = 90° i mimosréd e < 1 oraz przyjmujac oznaczenia
t, jako czas ”pierwszego kontaktu” gwiazd, ¢, - moment rozpoczecia za¢mienia
(rys. 1.9 i 1.10), a takze zakladajac, ze péto§ wielka mniejszej gwiazdy jest sto-
sunkowo duza wzgledem jej promienia (Rs), mozemy rozpatrywaé ruch gwiazdy
obiegajacej (mniejszej) jako ruch prostopadly do linii taczacej obserwatora z ukta-
dem w trakcie trwania za¢mienia.

Otrzymujemy wéwczas warto$¢ promienia gwiazdy mniejszej:
v
2

gdzie v jest suma amplitud predkosci gwiazd mniejszej (vs) 1 wiekszej (v;), czyli

Ry = —(ty — to) (1.23)

V= Vg + V.

Analogicznie wyznaczamy promien drugiego sktadnika ukladu R;. Zaklada-
jac, ze t. jest czasem konca za¢mienia (moment kofica minimum), otrzymujemy
zaleznos¢:

Ry = g(tc - ta) =Rs + g(tc - tb)? (1'24)

ktora bezposrednio prowadzi do wyznaczenia promienia drugiej gwiazdy.
1.3.3 Woyznaczanie stosunku temperatur efektywnych

Kolejng wielkoscig, ktéra mozemy wyznaczy¢ z krzywej zmian blasku uktadéw
za¢mieniowych jest stosunek temperatur efektywnych gwiazd. Dzieje si¢ to przy
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Rysunek 1.10: Krzywa zmian blasku dla uktadu przedstawionego na rysunku 1.9.
Czasy tq,tp, te, tq, te, ty odpowiadaja réznym fazom za¢mien.

zatozeniu rozkladu promieniowania ciata doskonale czarnego dla obu gwiazd oraz
poprzez poréwnanie ilosci $wiatta zarejestrowanej w trakcie zaé¢mienia oraz gdy
oba sktadniki sg w pelni widoczne.

Analiza krzywej zmian blasku prowadzi do sformutowania, ze minimum jest
glebsze, gdy mniejszy, cieplejszy sktadnik chowa si¢ za swym towarzyszem. Zgod-
nie z prawem Stefana - Boltzmanna strumien promieniowania emitowanego przez
jednostke powierzchni w jednostce czasu jest rowny

F, =oT?, (1.25)

gdzie o jest stala Stefana - Boltzmanna, a T, oznacza temperature efektywna.

Zakladajac, ze obserwowany strumien promieniowania jest staly wzdluz calej
powierzchni gwiazdy (nie zakladamy pociemnienia brzegowego), strumien pro-
mieniowania, ktéry dociera do obserwatora, gdy oba skladniki sa widoczne wy-
nosi

By=k (WRZQFTZ + wR?Fm>, (1.26)

gdzie k oznacza wartosé stala zalezna od odleglosci do uktadu i wlasnosci de-
tektora, R; i R promienie gwiazd wiekszej i mniejszej odpowiednio, a Fj; i Fis
strumienie promieniowania pochodzace odpowiednio od tych gwiazd. Zaémienie
gléwne zachodzi, gdy cieplejszy sktadnik zachodzi za sktadnik chlodniejszy. Za-
kladajac, ze mniejsza z gwiazd jest cieplejsza i strumien promieniowania emito-
wany z jej powierzchni jest wiekszy, jasnos¢ uktadu w trakcie za¢mienia gtéwnego
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jest rowna
B, = krR}Fy, (1.27)

a jasno$¢ minimum wtoérnego wynosi
B, = k(wR% - wR?)Frl + knR2F,,. (1.28)

Doktladne oszacowanie statej k jest niemozliwe, wiec czesto wyznacza sie stosunki
jasnosci. Wykorzystujac oznaczenia By (kontinuum LC), B), (gteboko$¢ za¢mienia
gléwnego) i By (glebokosé zaémienia wtérnego), mamy

By— B, _ Fy
BO_BS Frl’

(1.29)

lub korzystajac z prawa Stefana - Boltzmanna (réwnanie 1.25) otrzymujemy:

By — B, <T5>4
_ (= 1.
Bo—B. —\7 ) (1.30)

gdzie Ty i T} to odpowiednio temperatury efektywne sktadnika mniejszego i wigk-
szego.

Powyzsze rozwazania opieraja sie na wielu uproszczeniach (m.in punktowosé
mas). W rzeczywistosci procedura wyznaczania parametréw jest bardziej ztozona
i bazuje na uwzglednieniu wielu czynnikéw wplywajacych na znieksztalcenie krzy-
wych LC i RV. Zagadnienie to zostalo szerzej uméwione w rozdziale czwartym
przy opisie metody Wilsona - Devinneya.

1.4 Ukfady podwdjne zaé¢mieniowe jako test teorii ewolu-
cji gwiazd

Najdokladniejszym testem teorii ewolucji gwiazd i potwierdzeniem stuszno-
sci modeli gwiazdowych, jest gwiazda o znanej masie, sktadzie chemicznym i
wieku (jako parametry wstepne) oraz promieniu i temperaturze efektywnej (do
poréwnania z modelem). Jedyna gwiazda spelniajaca wszystkie wymagania jest
Stonce. Innym testem stusznosci zatlozen ewolucyjnych sa gromady kuliste, ktére
jednak ze wzgledu na czynniki takie jak niepewnosci w oszacowaniu odlegtodci,
tto gwiazdowe, czy nierozdzielne uktady podwojne, nie stanowia idealnej prébki.

Bezposrednie wyznaczenie mas i promieni gwiazd jest mozliwe takze przy roz-
patrywaniu uktadéw podwdjnych. Jesli w uktadzie nie wystepuje transfer masy,
sktadniki rozpatrywane sa jako pojedyncze gwiazdy, dla ktorych $ciezki ewolu-
cyjne przebiegaja oddzielnie. Moga wiec stanowié¢ kolejny test ewolucyjny. Wsrdd
uktadéw podwodjnych, dla ktérych mozna wyznaczyé masy sktadnikéw prym wio-
da gwiazdy za¢mieniowe typu SB2, charakteryzujace sie wysoka doktadnoscia
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pomiaréw mas, promieni i temperatur. Andersen wykazal, ze niepewnosci w wy-
znaczonych wielko$ciach nie powinny przekraczaé¢ wartosci 2% - masa, 1% - pro-
mien, 2% - temperatura (Andersen, 1991), by parametry te mogly by¢ uzyteczne
do testowania modeli ewolucyjnych. Faktycznie, jedynymi uktadami spelniajacy-
mi te kryteria sa podwdjnie spektroskopowe uktady za¢mieniowe SB2. Niejedno-
krotnie przeprowadzone testy teorii ewolucji gwiazd przy pomocy tych uktadéw
(np. Andersen, 1993; Lastennet, 2003) dowodza, ze sa one potwierdzeniem praw
definiujacych przebieg Sciezek ewolucyjnych pojedynczych gwiazd.

Poczatkowa masa i sktad chemiczny gwiazdy okresla jej ewolucje. Tworzone
na podstawie danych obserwacyjnych (LC i RV) modele ewolucyjne pozwalaja
nam przesledzi¢ m.in. zmiany promienia i temperatury w czasie. Poréwnujac za-
tem uzyskane wartosci z teorig ewolucji gwiazd, mozemy zweryfikowa¢ shusznosé
rozwigzania. W praktyce polega to na wykresleniu $ciezek ewolucyjnych dla obu
sktadnikéw np. na wykresie log g — log T i sprawdzeniu zgodnosci z otrzymanym
modelem.

Andersen (1993) analizujac 45 uktadéw podwdjnych wykazal, ze sa one po-
twierdzeniem teorii ewolucji dla gwiazd ciaggu gléwnego o masach 1-10 My . Bio-
rac pod uwage zagadnienie obserwowanej szerokoéci ciggu gtéwnego wykazal, ze
tylko parametry fizyczne wyznaczone z wysoka dokladnoscia (ponizej 2%) dla
uktadéw podwoéjnych moga byé uzyteczne do testowania modeli ewolucyjnych.
Im mniej parametréw pozostaje wolnych w dopasowaniu danych obserwacyjnych
do modeli, tym bardziej prawdopodobna jest stusznos¢ danego testu. Stopien,
w jakim podstawowe parametry (masa M i promien R) moga wplywaé na do-
kladno$é testéw ewolucyjnych reprezentowany jest przez diagram log M - log g.
Rysunek 1.11 przedstawia zalezno$é log g od log M /Mg dla 45 ukladéw Ander-
sena (1993). Warto$¢ g zostala wyznaczona bezposrednio ze znajomosci wartosci
mas M i promieni R, niezaleznie od niepewnoéci wynikajacych z uzycia paralaksy,
czy teorii poszerzenia linii widmowych. Ze érednich niepewnosci pomiarowych dla
poszczegblnych punktéw wynika, ze zmiany ewolucyjne moga by¢ analizowane z
doktadnoscia ok. +5% szerokosci ciagu gléwnego.

Zakladajac brak utraty masy przez ukltad, Sciezka ewolucyjna gwiazd ciagu
gléwnego na diagramie log M - log g reprezentowana jest przez pionowe przejécie
tworzace $lad, wzdtuz ktérego gwiazdy poruszaja sie od momentu osiggniecia
ZAMS (ang. Zero Age Main Sequence) do TAMS (ang. Terminal Age Ma-
in Sequence), zaznaczonych na wykresie (rys. 1.11) przerywanymi liniami. Linia
TAMS jest wyznaczona dla dwéch wartosci parametru o« = 0.0 (modele standar-
dowe, Claret & Gimenez, 1989, 1991a) i a = 0.25 (z poprawka na przestrzeliwanie
konwektywne convective core overshooting). Wzgledna zawarto$¢ w jednostce ob-
jetosci wodoru wynosi X = 0.7, a helu Y = 0.02.

Analiza ukladéw wybranych przez Andersena skupita sie m.in. na problemie
niejednoznacznoéci przy przydzielaniu gwiazd do grup szybkich lub wolnych faz
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Rysunek 1.11: Wykres log M /M, - log g dla sktadnikéw 45 uktadéw podwédjnych
(Andersen, 1991). Linie ciagle lacza sktadniki uktadu. Przerywane linie wskazu-
ja zaleznosé log M/M, - logg dla modeli ZAMS i TAMS. Srednia niepewnosé
wyznaczenia polozenia punktéw znajduje sie w prawym gérnym rogu wykresu

(Andersen, 1993).

ewolucyjnych w rejonie wieku TAMS. Mozliwe rozwigzanie problemu daje jedy-
nie wlasciwe dopasowanie pojedynczych sktadnikéw ukladéw do obserwowanych
mas i odpowiedniego wieku. Poprawno$¢ testu ewolucyjnego jest jednak zdetermi-
nowana przez dobér modelu. Rysunek 1.12 przedstawia wykres zaleznosci log L
od log T, dla wybranych skladnikéw ukladéw podwdjnych Andersena (1991) o
masach 1.5-2.5 Mg, oraz $ciezki ewolucyjne dla obserwowanych mas modeli Van-
denBerga (1983). Analiza wykresu pokazuje, ze dla gwiazd o wysokiej zawartosci
metali (wigksza warto$¢ wspélezynnika o) tylko 3-4 gwiazdy znajduja sie poza
rejonem ciagu gléwnego. Dodajac 44 znane sktadniki uktadow podwodjnych, ktére
znajduja sie wewnatrz ciagu, a ktérych potozenie nie zostalo ukazane na wykresie
do 13 gwiazd, ktorych polozenie na wykresie jest widoczne, stanowi to catkowicie
wiarygodny wynik. W wigkszosci przypadkéw obserwujemy zgodnosé pomiedzy
polozeniem gwiazd na wykresie ze Sciezkami ewolucyjnymi dla obserwowanych
mas. Niemal wszystkie gwiazdy znajduja sie na niebieskiej galezi (ang. blue ho-
ok) przerwy Hertzsprunga diagramu HR. Oznacza to, ze sa w fazie swej szybkiej
ewolucji.

Na rysunku 1.13 zostaly pokazane potozenia tych samych gwiazd w porow-
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Rysunek 1.12: Wykres zaleznos$ci log L od log T, dla wybranych skladnikéw ukta-
déw podwdjnych Andersena (1991) o masach 1.5-2.5 M ; log g<3.9. Sciezki ewo-
lucyjne standardéw dla obserwowanych mas (model VandenBerga), ktérym odpo-
wiadaja odpowiednie symbole zostaly zaznaczone liniami przerywanymi. Strzatka
wskazuje kierunek, w ktérym przesuwaja sie¢ modele przy zmianie Z (Andersen,
1993).

naniu z modelami Maedera i Meyneta (1988) uwzgledniajacymi przestrzeliwanie
konwektywne (overshooting) dla gwiazd o metalicznosci slonecznej. Nie obser-
wujemy w tym przypadku odejscia od ciagu gléwnego dla gwiazd o wysokiej
metalicznosci. Zauwazalna jest takze zgodno$é pomiedzy polozeniem gwiazd na
wykresie, a $ciezkami ewolucyjnymi dla obserwowanych gwiazd, jednak mniejszy
procent z nich jest w fazie szybkiej ewolucji.

Rysunki 1.12 i 1.13 ukazuja, jak istotne jest, by wszystkie dostepne infor-
macje byly zastosowane w ich pelnym zasiegu (w tym przypadku: dopasowanie
odpowiedniego modelu, uwzglednienie przestrzeliwania (overshooting)), by test
ewolucyjny byl wiarygodny.

Te same uktady podwdjne, wzbogacone o 15 kolejnych, postuzyly Lastenne-
towi (2002) do przeprowadzenia kolejnych, bardziej wnikliwych testow Sciezek
ewolucyjnych. Jego praca stanowi przeglad testowania znanych teorii ewolucyj-
nych dla réznych uktadéw i opisuje, w jaki sposéb znane Sciezki ewolucyjne moga
wyjasniaé wlasnosci tychze ukltadéw. Lastennet zwraca uwage, ze nawet jedli dane
obserwacyjne pasuja do modeli, nie moga stanowi¢ one ostatecznych testow, gdyz
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Rysunek 1.13: To co na rys. 1.12 dla modeli Maedera i Meyneta (1988) uwzgled-
niajacych przestrzeliwanie konwektywne (overshooting) dla gwiazd o metaliczno-
Sci stonecznej (Andersen, 1993).

same modele sg zdeterminowane przez wiele czynnikéw (sktad chemiczny - pa-
rametry Y i Z, parametry konwekcji i przestrzeliwania (overshooting)). Dlatego
do testowania zostaly uzyte 3 niezalezne zbiory modeli sciezek ewolucyjnych, z
ktorych kazdy zalezal od innych wartosci parametréw: Geneva (Schaller, 1992),
Padova (Bressan, 1993) i Granada (Claret & Gimenez, 1992). Rysuneck 1.14 uka-
zuje polozenie uktadéw na diagramie HR. Zauwazalne jest, ze uktady w duzej
mierze potwierdzaja modele ewolucyjne. Warto zauwazy¢, ze czas ZAMS dla roz-
nych modeli przyjmuje inng wartosc.

Kolejnym zagadnieniem poruszanym przez Lastenneta byl stopien przewidy-
walnosci teorii ewolucji gwiazd, czyli odpowiedZ na pytanie z jaka doktadnoscia
mozemy ze znanych obserwabli, jak temperatura efektywna i jasno$é, wyznaczy¢
masy i promienie gwiazd. Dokladnosé wielkosci mierzalnych dla danych uktaddow
podwdjnych wynosita 5% dla temperatury efektywnej, 10% dla jasnosci. Testy
potwierdzilty stusznosé wczesniejszych oszacowan: modele $éciezek ewolucyjnych
moga pomdc w wyznaczeniu warto$ci mas i promieni z bledem mniejszym niz 8%
(Prieto & Lambert, 1999).

Najistotniejszym zagadnieniem poruszanym w przegladzie Lastenneta (2002)
byto sprawdzenie hipotezy czy sktadniki rozpatrywanych ukltadéw sa tego same-
go wieku i1 metalicznosci oraz poroéwnanie uzyskanych wiekéw i metalicznoéci z
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Rysunek 1.14: Diagram HR dla 58 uktadéw podwdjnych ze sktadnikami wiek-
szymi niz 0.6 Mg. Linie ciagle i przerywane oznaczaja rézne wartosci ZAMS dla
Z=0.02 (Lastennet, 2002).

wartosciami otrzymanymi z dopasowania pojedynczej izochrony do uktadu. Dla
zdecydowanej wiekszosci uktadéw uzyskane wyniki byly zgodne. Potwierdzona
zostala takze duza korelacja miedzy wiekiem a metalicznoécia sktadnikéow ukta-
doéw, co ze wzgledu na fakt, ze metaliczno$¢ wiekszosci ukladéw nie jest znana,
zmniejsza wiarygodnosé testu.

Zagadnienie Sciezek ewolucyjnych i dopasowywania izochron do uktadu zosta-

nie szerzej umowione w rozdziale drugim.



Rozdziat 2

Sciezki ewolucyjne i izochrony

2.1 Wprowadzenie

Uktady podwdjne moga postuzy¢ do testowania teorii ewolucji gwiazd. Wy-
znaczony z obserwabli na podstawie zadanej metody zestaw parametréw uktadu
mozna zweryfikowaé¢ poréwnujac z modelem - danymi teoretycznymi wygenerowa-
nymi dla zadanej masy gwiazdy. Test polega na wyznaczeniu spdjnosci rozwaza-
nego zestawu parametréw i zalozen teoretycznych. Jesli jest ona wysoka (wyniki
sa zgodne w granicy bledu) oznacza to, ze wyznaczone skladniki ukladu leza na
Sciezkach ewolucyjnych odpowiadajacym swoim masom. Potwierdzeniem teorii
ewolucji jest wygenerowanie izochron i sprawdzenie, czy obie gwiazdy leza na
tej samej, czyli zweryfikowanie czy sktadniki uktadu sa réwnego wieku. Teoria
zaklada, ze tak wlasnie powinno sie stac.

Rozdzial zawiera opis teoretyczny procesu ewolucji gwiazd oraz procedur two-
rzenia Sciezek ewolucyjnych i izochron na przyktadzie dwoéch publikacji: Bertelli
(2008) oraz Yi et al. (2001).

2.2 Ewolucja gwiazd

Bliskos$¢ gwiazd w uktadach podwdjnych w poréwnaniu z typowymi duzymi
odleglosciami miedzygwiazdowymi sugeruje wspélne powstanie obu sktadnikéw.
Nastepuje to na skutek rozerwania kurczacego sie obloku protogwiazdowego ze
wzgledu na nadmiar momentu pedu. Obserwowane sktadniki uktadéw podwdj-
nych sa wiec tego samego wieku.

Zwiazane ze soba grawitacyjnie sktadniki ewoluuja wspdlnie, jednak kazdy z
nich rozwija sie zaleznie od swej poczatkowej masy i sktadu chemicznego. Dzieki
znajomosci mas i promieni kazdej z gwiazd w przypadku ukltadéw podwdjnych

23
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za¢mieniowych mozna przesledzié¢ $ciezke ewolucyjna kazdego ze sktadnikéw z
osobna.

Wtasnoéci gwiazd wygodnie jest rozwazaé¢ osadzajac obiekty na diagramie
Hertzsprunga - Russella (HR), ktéry przedstawia m. in. zalezno$¢ mocy pro-
mieniowania L gwiazd od ich temperatury efektywnej T,.Wiekszo$¢ gwiazd na
wykresie zajmuje polozenie w diagonalnym pasie zwanym ciagiem gtéwnym (ry-
sunek 2.1).
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Rysunek 2.1: Obszary koncentracji gwiazd na diagramie HR (na podstawie Bin-
ney & Merrifield, 1998). Symbolika wyjasniona w tekscie.

Gwiazda powstaje z obtoku pylu i gazu, ktéry zaczyna sie zageszczaé. Stop-
niowe zageszczenie powoduje wzrost jego samograwitacji, czego nastepstwem jest
kolaps (zapadniecie sig). Kolapsujacy oblok fragmentuje na mniejsze, ktoérych
temperatura roénie. Obtoki o odpowiedniej masie moga wytworzy¢ gwiazde, kté-
ra w poczatkowym stadium przyjmuje posta¢ protogwiazdy. Przy odpowiedniej
masie i wystarczajacej temperaturze nastepuje zapton reakcji syntezy jadrowej,
ktéry uwaza sie za wlasciwy moment narodzin gwiazdy.

Samograwitacja obiektéw gazowych o masie mniejszej niz 0.08 Mg nie wy-
starcza do $ci$niecia centralnych obszaréw obiektu tak, by temperatura byta do-
statecznie wysoka dla zapoczatkowania reakcji syntezy wodoru. Obiekty te nie
mogg wiec Swieci¢ $wiattem bedacym ich efektem. Nazywane brazowymi karta-
mi umieraja wolno ochtadzajac si¢ (wypromieniowujac energie) w ciagu setek
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milionéw lat.

Gwiazdy o masach wiekszych niz 0.08 My zwiekszaja swoja temperature i
wchodza na ciag gléowny, gdzie rozpoczynajg reakcje przemiany wodoru w hel.
Moment wejécia gwiazdy na ciag gléwny nazywamy ZAMS (Zero Age Main Se-
quence), zejscia - TAMS (Terminal Age Main Sequence). Pobyt gwiazdy na ciagu
gltéwnym to najdtuzsza faza jej zycia.

Gwiazdy ciagu glownego sa jednorodne chemicznie. Spalaja w jadrach wo-
dér, produkujac w ten sposéb hel. Zasadnicza wtasnoscia wplywajaca na czas
przebywania gwiazdy na ciggu gléwnym jest jej masa. Gwiazdy o duzej masie
wyswiecaja energie w znacznie wyzszym tempie niz gwiazdy o masie mniejszej,
zatem ewoluuja szybciej. Ewolucja gwiazdy, gdy zuzyje ona juz caly zapas wodo-
ru w jadrze (zejscie z ciagu gléwnego) takze zalezy od masy. Schemat jest jednak
taki sam: gwiazda prébuje pokonaé samograwitacje i niepowstrzymany wyplyw
ciepta na zewnatrz, co prowadzi do wyczerpywania sie kolejnych porcji paliwa
jadrowego.

Gwiazdy typu Stonica po ok. 7 mld lat po ZAMS przechodza w faze podol-
brzyméw (SGB, Sub Giant Branch, patrz rys. 2.1), w ktorej zachodzace dotad
w jadrze reakcje jadrowe przenosza si¢ do otaczajacej je warstwy palenia. Dla
mas wiekszych niz 1 Mg po wypaleniu wodoru w centrum nastepuje kontrakcja
i przebudowa. Gwiazda przesuwa sie na prawo na wykresie jasno$¢ - temperatu-
ra (HR), osiagajac faze czerwonych olbrzyméw (RGB, Red Giant Branch, patrz
rys. 2.1). W tej czesci ewolucji woddr spalany jest w otoczce helowego jadra. Dla
gwiazd mniejszych niz 2 M, faza RGB konczy si¢ btyskiem helowym - zaptonem
reakcji w helowym jadrze. W kolejnych fazach nastepuje palenie helu, poczatkowo
w jadrze, a nastepnie w warstwach wokoét niego. Zaczyna sie tworzy¢ jadro weglo-
we. Gwiazdy o masie mniejszej niz 8 My, konicza swa ewolucje na asymptotycznej
galezi olbrzymoéw (AGB, Asymtotic Giant Branch, patrz rys. 2.1).

2.3 Sciezki ewolucyjne

Ewolucja gwiazdy zalezy od jej poczatkowej masy. To ona determinuje czas
przebywania na ciggu gtéwnym i rozwéj obiektu w pdzniejszych fazach. Analizu-
jac polozenie gwiazdy na diagramie HR mozemy wykredli¢ jej Sciezke ewolucyjna
(ang. evolutionary track). Przyktadowe Sciezki dla obiektéw o réznych masach
przedstawia rysunek 2.2.

Podstawowe etapy ewolucji (opis przebiegu Sciezek ewolucyjnych) zostaly przed-
stawione w tabeli 2.1.

Kolejnym czynnikiem wplywajacym na przebieg Sciezki ewolucyjnej gwiazdy
jest jej sktad chemiczny. Charakteryzowany jest on parametrem Z, ktory oznacza
procentowy udzial w masie gwiazdy metali (pierwiastkéw réznych od wodoru i
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Rysunek 2.2: Diagram HR dla gwiazd o masach 0.5 - 15 Mg (Kubiak, 1994).

Masy gwiazd podane w nawiasach.

helu), zwanym metalicznoscia. Spelniona jest relacja:
X+Y+2Z=1, (2.1)

gdzie X oznacza procentowg zawarto$¢ wodoru w masie obiektu, a Y - procentowa
zawartos¢ helu. Dla Stonica warto$¢ parametru Z wynosi 0.018.

Roéznice w przebiegach $ciezek ewolucyjnych dla réznych metalicznosei i faz
ewolucji sa przedmiotem badan i symulacji. Ze wzgledu na réznice pomiedzy rze-
czywista zawartoscia helu i metali w gwiazdach a wartosciami parametréw Y i Z
generowanymi przez obliczenia, Bertelli (2008) ! dokonal dokladnej analizy prze-
biegu $ciezek uwzgledniajac generowanie wynikow wzdtuz catej dtugosci gatezi
AGB. Niektére wyniki symulacji przeprowadzonych dla szerokiego zakresu war-

!generator Sciezek ewolucyjnych i izochron dostepny pod adresem:
http://stev.oapd.inaf.it/cgi-bin/cmd
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1

ciag gtowny wieku ZAMS

1-2

ciag gtowny

2

zejscie z ciagu gléwnego (TAMS)

2-3

przebudowa

3

wytworzenie warstwy goracego H wokoét jadra He

3-4

spalanie H wokét jadra He

4-5

spadek temperatury, wzrost promienia

5-6

galaz czerwonych olbrzyméw (RGB)

6

btysk helowy

6-8

kontrakcja, zanik konwekcji w zewn. warstwach

8-10

spalanie He, wzrost promienia

Tabela 2.1: Wyjasnienie oznaczen znajdujacych sie na rysunku 2.2.
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tosci Y (0.23 - 0.46) i Z (0.0001 - 0.070) i mas (0.15 - 20 M) sa przedstawione
na wykresach 2.3, 2.5, 2.4 i1 2.6.

Log L/Lg

Rysunek 2.3: Sciezki ewolucyjne dla zawartosci metali Z=0.001 i helu Y=0.23 dla
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mas 0.6 - 2.5 Mg obejmujace fazy ewolucji od ZAMS do RGB (male masy) lub
AGB (M < 2.5 My) (Bertelli, 2008).

Wplyw metalicznosci (wartos¢é parametréw Y i Z) na przebieg Sciezek dla

tych samych mas i faz ewolucji przedstawiaja wykresy 2.7 i 2.8.

Uzyskane na podstawie analizy danych fotometrycznych i spektroskopowych

parametry ukladu zawieraja informacje o wielkoSciach pozwalajacych umieéci¢
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Rysunek 2.4: Sciezki ewolucyjne dla zawartosci metali Z=0.001 i helu Y=0.23 dla
mas 0.55 - 1.6 Mg obejmujace fazy ewolucji od ZAHB (pas niestabilnosci) do
AGB (Bertelli, 2008).

gwiazdy na diagramie HR. Dla znanej masy sktadnikéw oszacowanej na podstawie
modelowania mozemy wygenerowaé teoretyczne Sciezki ewolucyjne, a nastepnie
sprawdzi¢ spdjnoéé rozwigzania poprzez poroéwnanie polozenia sktadnikéw ukltadu
i ich Sciezek na diagramie. Spdjnoéé rozwiazania z teorig wystepuje, jesli lezy ono
w granicach btedu na krzywej.

2.4 lzochrony

Testem teorii ewolucji gwiazd w przypadku ukladéw podwdjnych jest spraw-
dzenie czy oba skltadniki sa takiego samego wieku. By si¢ o tym przekonaé nalezy
wygenerowad sie¢ izochron (linii taczacych punkty o tym samym wieku), umiescié
je na diagramie HR po wczesniejszym umieszczeniu na nim wartosci odpowiada-
jacych wyznaczonym parametrom gwiazd i sprawdzié, czy sktadniki uktadu leza
na wspélnej linii. Dodatkowo, gdy skiladniki znajduja sie na jednej izochronie,
mozemy oszacowaé¢ wiek ukladu (dana linia odpowiada konkretnej wartosci).
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Rysunek 2.5: Sciezki ewolucyjne dla zawartosci metali Z=0.001 i helu Y=0.40 dla
mas 0.6 - 2.5 Mg obejmujace fazy ewolucji od ZAMS do RGB (male masy) lub
AGB (M < 2.5 M) (Bertelli, 2008).
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Rysunek 2.6: Sciezki ewolucyjne dla zawartosci metali Z=0.001 i helu Y=0.40 dla
mas 0.55 - 1.6 Mg obejmujace fazy ewolucji od ZAHB (pas niestabilnosci) do
AGB (Bertelli, 2008).
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Rysunek 2.7: Sciezki ewolucyjne dla zawartosci metali Z=0.001 i helu Y=0.23
(linia przerywana) oraz Y=0.40 (linia ciagta) dla mas 0.6, 0.8, 1.0, 1.3, 1.5, 1.8,
2.0, 2.5 M, (Bertelli, 2008).
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Rysunek 2.8: Sciezki ewolucyjne dla zawartosci metali Z=0.040 i helu Y=0.26
(linia przerywana) oraz Y=0.40 (linia ciagta) dla mas 0.6, 0.8, 1.0, 1.3, 1.5, 1.8,
2.0, 2.5 Mg (Bertelli, 2008).



2.4. IZOCHRONY 31

2.4.1 Przeglad

Wyrézniamy 2 populacje izochron (Yi et al., 2001). Pierwsza z nich (starsza,
aktualnie nieuzywana) uwzglednia odejscie od ciagu gléwnego (main-sequence
turnoff, MSTO) gwiazd stabszych i bardziej czerwonych (wieksza wartosé wskaz-
nika barwy B-V) (Demarque & Larson, 1964), druga - dochodzi w swym zasiegu
do galezi czerwonych olbrzyméw (RGB) dopasowujac sie do wiekszej ilodci da-
nych obserwacyjnych (Iben 1974, Demarque & McClure, 1977). Nowsza metoda
generowania izochron umozliwia m.in. budowanie modeli gromad i galaktyk dla
ich poczatkowych funkcji mas. Technika ta, zwana evolutionary population syn-
thesis (EPS), zainicjowana przez Tinsleya (1980), doczekala sie wielu modyfikacji
i zastosowan (Gunn, Stryker & Tinsley, 1981; Bruzual, 1983; Pickles, 1985).

2.4.2 lzochrony Y?

Sie¢ izochron wymaga aktualizacji przy kazdej modyfikacji danych fizycznych,
bedacych podstawa jej generowania. Jedng z grup zajmujaca sie tym zagadnie-
niem jest grupa Yale (np. Green, Demarque & King, 1987). Do niedawna obowia-
zujaca siatka izochron stworzona przez te grupe - RYI (Revised Yale Isochrones)
doczekala sie modyfikacji. We wspolpracy Yale z grupa Yonsei (Yi et al., 2001)
powstal zbiér izochron - Y? pokrywajacy szeroki zakres metalicznoéci i wieku
obiektéw 2. Modyfikacja w zakladanych wiekach polega na uwzglednianiu etapu,
gdy obiekt znajduje sie przed ciagiem gltéwnym (pre-main-sequence), a nie (jak do
tej pory) na wyznaczaniu jego staroéci od momentu wejscia na ciag (ZAMS). Jest
to pomocne przy tworzeniu modeli dla mtodych obiektéw (takze mlodych gromad
otwartych). Izochrony Y? zostaly wygenerowane przy uwzglednieniu poprawio-
nych wartosci nieprzezroczystodci, réwnan stanu, dyfuzji helu oraz przestrzeli-
wania konwektywnego (ang. convective core overshooting). Poprawka w wieku
dla przypadku gromad kulistych Galaktyki spowodowana wyzej wymienionymi
modyfikacjami w poréwnaniu z izochronami RYI wynosi ok. 15%.

Fizyka mikroskopowa i parametry wejsciowe

W metodzie tworzenia izochron Y? zostaly wykorzystane zmodyfikowane ta-
bele nieprzezroczystosci OPAL (Rogers & Iglesias, 1995; Iglesias & Rogers, 1996).
Uzyty zakres temperatury to log T > 4.1. Dla temperatur zakresu log T < 3.75
uzyto nieprzezroczystosci autorstwa Alexander & Ferguson (1994). W zakresie
3.75 < log T < 4.1 uzyto interpolowanych wartoéci pomiedzy wartosciami z tych
dwdch tabel.

Roéwnania stanu zostaly zaczerpniete z OPAL EOS (Rogers et al., 1996).

Uwzglednienie dyfuzji helu znalazto odzwierciedlenie w zastosowaniu formuty

Loeba (Thoul, Bahcall & Loeb, 1994).

2generator izochron dostepny pod adresem: http://www.astro.yale. edu/demarque/yyiso.html
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Uzyte modele gwiazdowe byly skalowane wzgledem Stonca (Grevesse & Noels,
1993).

Sktad chemiczny

Poczatkowe wartosci parametréw Y i Z okreslajacych sktad chemiczny gwiazd
zostaly przyjete jako (Y, Z)o = (0.23, 0.00). Wartosci odpowiadajace przyjetemu
modelowi Stonca wynosza (Y, Z)s = (0.267, 0.018). Odpowiada to stosunkowi:

AY
— 20 2.2
A7 (2.2)

oraz zaleznosci
Y =023+ 27. (2.3)

Przestrzeliwanie konwektywne (convective core overshooting)

Konwekcja w jadrze gwiazdy musi uwzgledniaé przestrzeliwanie (ang. over-
shooting, OS) komorek konwekcyjnych poza klasyczna granice jadra, okreslona
kryterium Schwarzschilda. Ma to zasadniczy wptyw na przebieg transferu ciepta
i warto$é¢ temperatury wnetrza gwiazdy. Scisla zaleznoéé procesu modelowania
gwiazd od tego zjawiska poglebila studia nad tym zagadnieniem (Shaviv & Salpe-
ter, 1973; Eggleton, 1983; Renzini, 1987). Teoria nie daje mozliwosci dokladnego
oszacowania iloéci konwektywnych przestrzaléw, wiec uwzglednianie tego czyn-
nika musi odwolywaé si¢ do sparametryzowanych wartosci. Jednym z nich jest
stosunek odleglosci przestrzatu i lokalnej wysokoéci skali cidnien Hip, definiujacy
wartos¢ OS.

Dla izochron Y? zostaly przyjete wartosci OS = 0.2 dla mlodych izochron
(wiek < 2 mld lat) oraz OS = 0.0 dla starszych (wiek > 3 mld lat).

Tabele transformacji (color transformation tables)

Wiasnosci teoretyczne gwiazd (np. L, T.) zostaly przeksztalcone do skali
obserwowanych wskaznikow barwy i jasnosdci przy uzyciu uaktualnionych tabel
transformacji (ang. color transformation table) LCB (Lejeune, Cuisiner & Buser,
1998) oraz w niektérych przypadkach - GDK (Green et al., 1987; tabele uzyte
w izochronach RYI). W procesie przyréwnania izochron do wynikéw obserwa-
cji uzycie odpowiednich tabel transformacji jest réwnie istotne jak zastosowanie
poprawnych wartosci wejSciowych parametréw fizycznych przy tworzeniu modeli
gwiazd.

Sciezki ewolucyjne Y2

W celu wygenerowania $ciezek ewolucyjnych dla izochron Y? zostal zastoso-
wany Yale Stellar Evolution Code (YSEC), uwzgledniajacy faze ewolucji przed
wejsciem na ciag gtéwny (pre-main-sequence).
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Rysunek 2.9: Sciezki ewolucyjne dla mas 0.4-5.0 My obejmujace fazy ewolucji
przed wejsciem na ciag gtéwny (linia przerywana) po galaz czerwonych olbrzyméw
(RGB); wygenerowane na podstawie kodu YSEC (Yi et al., 2001).

Rysunek 2.9 przedstawia wykres $ciezek ewolucyjnych wygenerowanych na
podstawie YSEC dla sktadu chemicznego Stofica i mas 0.4 - 5.0 M. Linia taczaca
symbole w ksztalcie rombéw odpowiada narodzinom gwiazd o takim sktadzie i
masie.

2.4.3 lzochrony Y? w praktyce

Grupy Yale i Yonsei (Yi et al., 2001) zmodyfikowaly obowiazujaca siatke izo-
chron RYT tworzac zbiér Y2. Przyktadowe izochrony dla wieku 1 mln - 20 mld lat
i metalicznosci Z=0.02 przedstawione sa na rysunku 2.10. Mlode izochrony (1, 2,
4, 8,10, 20, 40, 60, 80 mln lat) reprezentuja fazy ewolucji przed ciagiem gléwnym.
Rysunek 2.11 ukazuje poréwnanie przebiegu izochron RYT (linia przerywana) i
Y? (linia ciggla). Lewy gérny wykres przedstawia réznice ich przebiegu na teo-
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Rysunek 2.10: Izochrony Y? dla wieku 1 mln - 20 mld lat i metalicznosci Z=0.02
(Yi et al., 2001).

retycznym diagramie HR spowodowana przyjeciem innych modeli gwiazdowych.
Trzy pozostale wykresy ukazuja efekt uzycia w izochronach Y2 zaktualizowanych
tabel transformacji (ang. color transformation tables) - LCB.
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Rysunek 2.11: Poréwnanie przebiegu izochron Y2 (linia ciggta) i RYT (linia prze-
rywana) dla wieku = 1, 5, 10, 20 mld lat i metalicznosci Z=0.02 (Yi et al., 2001).






Rozdziat 3

Metoda korelacji krzyzowej

3.1 Wstep

Metoda korelacji krzyzowej (ang. cross correlation) jest jedna z metod wyko-
rzystywanych do mierzenia dopplerowskich przesunieé linii w widmach gwiazd i
wyznaczania ich predkoéci radialnych. Technika zastosowana ponad 30 lat temu
(Simkin, 1974), rozwijana przez lata (np. Tonry & Davis, 1979) wciaz wydaje sie
by¢ najwladciwsza metoda wyznaczania predkosci radialnych. Nowe algorytmy
(m.in korelacja dwuwymiarowa TODCOR, Zucker & Mazeh, 1994) pozwalaja na
zwiekszenie precyzji pomiaréw przesuniecia i predkosci, co ma wplyw nie tylko
na wzrost informacji na temat uktadéw podwdjnych i wielokrotnych gwiazd, ale
takze na mozliwosci detekeji planet pozastonecznych (np. Mayor & Queloz, 1995).

3.2 Korelacja jednowymiarowa

Gloéwng ideg metody korelacji krzyzowej jest poréwnanie widma obserwowa-
nego z widmem odniesienia oraz wyznaczenie wzglednego przesuniecia ich linii
widmowych poprzez znalezienie maksimum funkcji korelacji. W praktyce ozna-
cza to "przesuwanie” widma obserwowanego wzgledem widma odniesienia i wy-
znaczanie wartosci funkcji korelacji krzyzowej (ang. Cross Correlation Function,
CCF) . W efekcie uzyskujemy wykres, jak na rysunku 3.1, przedstawiajacym CCF
jako funkcje przesunigcia (predkosci radialnej). Maksimum funkcji, zwane takze
pikiem korelacji, wystepuje w punkcie odpowiadajacym wzglednemu przesunieciu
obu widm takze w skali predkosci radialnych. Technika pozwala na wyznaczenie
doktadnych predkosci radialnych nawet dla widm o bardzo niskim stosunku sy-
gnatu do szumu.

37
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Rysunek 3.1: Przebieg funkeji korelacji krzyzowej (CCF). Maksimum funkcji wy-
stepuje w punkcie odpowiadajacym wartodci przesuniecia obu widm w skali pred-
kosci radialnych (gérna o§) i numeru piksela (dolna os). Wykres powstal w wyniku
wykorzystania funkcji fxcor wyznaczajacej jednowymiarowa CCF w IRAFie.

3.2.1 Algorytm korelacji jednowymiarowej

Niech f(n) bedzie widmem obserwowanym, ktérego przesuniecie chcemy wy-
znaczy¢. Oznaczmy jako g(n) widmo poréwnania, ktérego przesuniecie linii wid-
mowych wynosi z zalozenia zero oraz podzielmy oba widma na N czesci, ozna-
czonych indeksami n. Zwiazek miedzy n a dtugoscia fali A (Tonry & Davis, 1979)
Wynosi:

n=An\+ B. (3.1)

Oznaczmy jako F'(k) i G(k) transformaty Fouriera zdefiniowane jako
Zf n) exp(—2mink/N). (3.2)

W dalszym opisie zapis }_,, bedzie oznaczal sumowanie po wartosciach 0 - (N-1).
Niech oy oraz o, oznaczaja sredniag kwadratowa (ang. Root Mean Square, RMS)

o2 = %Z Fn)2. (3.3)

Znormalizowana funkcje korelacji krzyZowej mozemy przedstawié jako:

c(n) = (f x g)(n > fm)g(m —n). (3-4)

Naagm

Po zastosowaniu transformacji fourierowskiej, otrzymujemy:

1
Noyoy,

Ck) = F(k)G*(k), (3.5)

gdzie G(k)* oznacza liczbe sprzezona do G(k).
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3.2.2 Oszacowanie rozrzutu rozktadu przesuniecia i predkosci

Przyjmijmy, ze f(n) jest wielokrotnoscia g(n) przesunieta o 0 i spleciona z
symetryczna funkcja b(n) (Tonry & Davis, 1979):

f(n) =~g%b(n —9), (3.6)

gdzie x oznacza splot funkcji. Aby uzyskaé¢ wartosci parametréw v i § nalezy
zminimalizowaé wyrazenie:

X2(7,8;0) =Y _[yg *b(n — ) — f(n)]. (3.7)
n
Roéwnanie (3.7) przedstawione w przestrzeni Fouriera przyjmuje postaé
2mikd
N

2
0 88) = G0 BEer( )= F(b)| (3.8)

k
Zapiszmy x? jako
X2(7,0:0) =42 gxbn—8)2 = 29> gxbn—0)f(n)+ > f(n)?.  (3.9)

Przyjmujac
1
O'S*b =— E (g *b)?, (3.10)

mozemy zapisac:
X2 (7, 0;b) = VQNJE*,) —2yNoyjoge*b(0) + NUJ%. (3.11)

Minimalizacja x? w odniesieniu do v daje wynik:

X 2
0= o 2N [yogp — apoge* b(d)], (3.12)
Yomin = L7295 b(5). (3.13)
g*b

Podstawiajac ta wartos¢ otrzymujemy:
2 2 o5 2
X* (Ymin, 6; b) =N0f(1—029[0*b(5)] ) (3.14)
gxb

Minimalizacja x? jest zatem réwnowazna maksymalizacji

1

O gxb

c*b(d). (3.15)

Dalsze dzialanie wymaga zalozen dla g, ¢ i b. Zalézmy, ze b(n) jest funkcja
Gaussa z dyspersja (rozrzutem) o

—n?
b(n) = \/Q%ea;p(w), (3.16)
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nok)?
B(k) = exp(— (22Nl;) > (3.17)

Przyjmujac, ze najwyzszy pik w ¢(n) jest w przyblizeniu ksztaltu funkcji Gaussa
ze $rodkiem w 0 o dyspersji u:

c(n) = c(5)e:cp<—(n2_/;)2>, (3.18)
C(k) = \/ﬁﬂC(&)@:ﬁp(— (2;;§)2>ewp(— 27;375/%)' (3.19)

Zalézmy takze, ze g(n) posiada transformate Fouriera, ktéra moze byé przybli-
zona funkcjg Gaussa w amplitudzie, lecz z faza swobodng i dyspersja typowa dla
g(n), parametryzowana 7

|G(k)| = Ug<27\r/]¥T)12633p<— (2;7\—7];)2> (3.20)

Wyrazenia na o4y i ¢ * b(d) mozna uzyskac¢ korzystajac z zaleznosci:

Y eap(~2g) = Vo, (3:21)

P = Lg% b0) %Z\wa(w?, (3.22)
= 3231?Zewp{—<27;k>?ew{—<275’“>1 i
o) = Sy (25 21

¢ b(B) = T )zmp(_ Ll >x6xp(_<2;;’;>2):c<5>ﬁ.

(3.25)
Mimo tego, ze ¢(n) i g(n) nie sa w rzeczywistosci funkcjami Gaussa, przyblizenie
jest trafne. Parametr § stanowi $rodek najwyzszego piku w ¢(n) i tak dlugo, jak
ten pik bedzie symetryczny, bedzie to takze $rodek najwyzszego piku w

! c*xb(9). (3.26)

Ogxb

Odpowiednia warto$é¢ dla o mozna wyznaczy¢ maksymalizujac (3.26)

0 1 0 1
= — = 2 _— .2
0 do ag*bc #b(0) = 7902 Ug*bc *500), (3.27)
0= Miﬂ(o‘2 + 72) %(0’ + 1 ) 3 x [02 +pu? - 2(02 + 72)]. (3.28)
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Zatem warto$é¢ o, ktéra minimalizuje y? jest réwna:
o = pu? — 272 (3.29)

Podsumowujac: obserwowane widmo jest poddawane korelacji wzgledem wid-
ma odniesienia, a powstaly pik korelacyjny zostaje przyblizony symetryczng funk-
cja (wielomian kwadratowy). Wysoko$¢ piku wyznacza parametr -, srodek ¢, z
kolei o jest wyznaczane poprzez kombinacje szerokosci piku z szerokoscig widma
odniesienia.

3.2.3 Analiza btedéw

Funkcja ¢(z) posiada wiele pikow korelacyjnych, ktére w przypadku wysoko
zaszumionego widma moga znieksztalcaé¢ prawdziwy pik wplywajac na wartosé
parametréw ¢ (polozenie piku), h (wysokosé) i w (szeroko$é poléwkowa, ang.
full-width half-mazimum, FWHM) lub go przewyzszy¢ powodujac bledny wybor
piku. W tym podrozdziale zostanie przedstawiona analiza bltedéw opisana przez
Tonry’ego i Davisa (1979), uwzgledniajaca oszacowania bledéw dla tych parame-
tréw, jak i poziom ufnoéci w wyborze prawidlowego piku.

Bfad przesuniecia (ang. Doppler shift error)

Statystyczna analiza bledéw jest czesto niewystarczajaca, gdyz najwigkszy
przyczynek do bledu wnosi niedopasowanie widma odniesienia do widma obser-
wowanego. Rozwazmy c(x) jako sume funkcji korelacji (CCF) przesunietego wid-
ma wzgledem widma odniesienia oraz pozostalej funkcji. Rozwazajac pierwsza
czed¢ sumy CCF uzyskamy pik o poprawnej szerokosci i potozeniu, z kolei druga
czed¢ wplynie na znieksztatcenie piku. Rozwazmy przypadek

c(n) = hog * b x g(n —ng) + a(n). (3.30)

Uzycie hg jest spowodowane mozliwoscig réznicy obserwowanej wysokosci h w
a(ng) # 0. W przypadku, gdy cala zaleznosé od h zawiera si¢ w hg, b(n) bedzie
znormalizowane, zatem:

g*xbxg(0)=1. (3.31)

c(n) jest znane, z kolei a(n) jest losowa funkcja, ktérej wartosé nalezy wyznaczy¢.
Warto zauwazy¢, ze g+b X g(n—ng) jest symetryczne wzgledem n = ng, poniewaz
b(n) jest symetryczne i kazda funkcja autokorelacji jest symetryczna wzgledem
zera. Zatem antysymetryczna czesé c(n) wzgledem n = ng jest antysymetryczna
czedcia a(n) wzgledem n = ny:

%[c(n +10) — e(—n +ng)] = %[a(n Fno)—al—n+no).  (3.32)

W rzeczywistosci ng nie jest znane, tylko przyblizone przez wartosé §. Ze wzgledu
na to, ze procedura nie daje zadnej informacji na temat symetrycznej czesci a(n),
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wyznaczona jest tylko $rednia kwadratowa (ang. RM.S) antysymetrycznej czesci
c(n) wzgledem 4. Jesli zalozymy, ze symetryczne i niesymetryczne czesci a(n) sa
nieskorelaowane, ale maja réwne RM S, wéwczas Srednia kwadratowa a(n) jest
V2 razy wicksza niz érednia kwadratowa jej antysymetrycznego skladnika:

2 LS eln 4 6) — e(—n 4 6))% (3.33)

Rozwazmy blad € = § — ng powstajacy w wyniku istnienia piku dodatniego

1

g

lub ujemnego w a(n) w okolicy ng znieksztalcajacego pik w g x b x g(n — ng).
Przesuniecie mozemy oszacowac, przyjmujac przyblizenie pikow do parabol:

2
hog * b x g(n —mng) = ho(l - 2(n—n%)). (3.34)
Wo

Gdy dwie parabole, ktorych srodki znajduja sie w ng i n1 dodane sg do siebie
woéwcezas pik wynikowy ma srodek w:

nodo + n1dy

5:
do + dy

) (3.35)
gdzie dy(ng) i di1(n1) to drugie pochodne. W tym przypadku prawdziwy pik ma
do = —4hw?, podczas gdy typowy pik w a(n) ma wysokosé /20, i szeroko$é w.
W pierwszym przyblizeniu istotny jest pik najblizszy ng, a jego srednia odleglosé
od ng wynosi:

1 1 N
2 2 2B’
gdzie B oznacza najwieksza liczbe falowa, dla ktérej transformata Fouriera c(n)

|n1 - no‘ = (336)

osigga znaczaca amplitude. Dzieje sie tak, poniewaz najwyzsza czestotliwosé¢ B
tworzy 2B dodatnich i ujemnych pikéw w N przedziatlach lub w przyblizeniu
N/2B przedzialéw pomiedzy pikami, a Srednia odlegtosé do najblizszego wynosi

1N
Zﬁ. (3-37)
Zdefiniujmy r jako stosunek wysokosci prawdziwego piku do $redniego piku

w a(x)
h

N \/io'a.

Woéwezas $redni btad mozemy zapisaé jako:

e=0-ng = [no (_4h>+1 N (_4\{0520a>+n0 (—4ﬁaa>}/<—M—4@UQ>—no,

w?2) ' 42B w2 w

r (3.38)

1IN 1
T 42B1+r
W praktyce dokladny wspdlezynnik bedacy mnoznikiem 1/(14r) jest tak dopaso-

wany, ze szacowany btad jest rowny zewnetrznym btedom policzonym w stosunku
do niezaleznie znanych predkosci.
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Poziomy ufnosci

W przypadku duzego zaszumienia widma (niski stosunek sygnatu do szumu)
trudnoécia staje sie zdefiniowanie prawdziwego piku korelacyjnego, ze wzgledu na
duza iloé¢ falszywych maksimow niejednokrotnie tej samej lub nawet wiekszej wy-
sokosci. Przewaznie wybierany jest najwyzszy pik, czasami dla pewnosci koreluje
sie widmo z trzema widmami odniesienia i wybér pada na pik, ktéry jest najwi-
doczniejszy w tych trzech przypadkach. Statystycznie, wybor piku korelacji moze
by¢ powiazany z oceng poziomu ufnosci. Uzywajac modelu opisanego w réwnaniu
(3.30) wyraz hg % b x g wnosi niewielki przyczynek do blednych pikéw, poniewaz
pik autokorelacji w zerze jest duzo wiekszy od pozostalych. Funkcja a(n) posiada
ok. 2B dodatnich i ujemnych pikéw, ktorych wysokosci mozna przyblizyé¢ roz-
ktadem Gaussa o dyspersji v/20,. Znormalizowany rozklad prawdopodobienstwa
piku szumu wysokos$ci h'>0 jest dany:

o 2 1 h'? ,
P(h )dh = E \/Eo-a exp _F‘g dh y (341)
2 r'2
P(r")dr' = \/ﬂexp<2>dr’, (3.42)

gdzie r’ jest zdefiniowane analogicznie do r
= h/\V20,. (3.43)

Pod uwage brane sa tylko piki w obrebie pewnego obszaru, co oznacza, ze rozwa-
zany jest tylko utamek f catkowitej liczby B dodatnich pikéw.

Gdy prawidlowy pik ma wysoko$é¢ h, a wybdr padl na najwyzszy z pikéw,
prawdopodobienstwo pomytki w wyborze pikéw jest prawdopodobienstwem, ze
cho¢ jeden z pikéw funkcji a(n) znajdujacy sie wewnatrz utamka f dopuszczalnego
przesuniecia ma wysoko$¢ > h. Wewnatrz ulamka znajduje sie fB dodatnich
pikéw, wiec prawdopodobienstwo jest rowne:

00 /B
P(>h) = 1— [1 - / P(h’)dh’} . (3.44)
h
Poziom ufnosci C' wyboru piku jest wéwczas 1 — P(>h), ktéry wyraza si¢ w r
jako:
C= {1 —/P(r')dr’] . (3.45)

3.3 Ograniczenia korelacji jednowymiarowej

W efekcie zastosowania metody korelacji krzyzowej do zmierzenia przesuniecia
widma obserwowanego wzgledem widma odniesienia otrzymujemy pik korelacyj-
ny. W przypadku uktadéw spektroskopowo podwodjnych z widocznymi podwdj-
nymi liniami (ang. double-lined, SB2) w wyniku zastosowania tego algorytmu
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velocity (km/s)

Rysunek 3.2: Jednowymiarowa korelacja krzyzowa uktadu typu SB2 dla widma
odniesienia typu widmowego A. Strzaltki wskazuja predkosci sktadnikéw uktadu
uzyte w symulacjach odpowiadajace réznicy: 80 km/s, 50 km/s, 20 km/s (Zucker
& Mazeh, 1994).

powinnismy otrzymaé¢ dwa piki korelacyjne, odpowiadajace odpowiednio dwoém
sktadnikom. Przewaznie wyzszy pik reprezentuje sktadnik gltoéwny, nizszy - dru-
gi. Jednak w przypadku poréwnywalnych predkosci radialnych sktadnikéw (niska
warto$¢ wzglednej predkosci radialnej) metoda korelacji krzyzowej jednowymia-
rowej nie wykazuje nizszego piku korelacyjnego, wiec w rezultacie otrzymujemy
jeden pik i mozemy wyznaczy¢ tylko jedna predkosé radialng, ktora jest obarczo-
na duzym bledem ze wzgledu na obecno$é¢ drugiego, niewidocznego w przebiegu
funkcji CCF, sktadnika uktadu.

Zucker i Mazeh (1994) wykazali ograniczenia metody korelacji jednowymia-
rowej. Sprawdzili rozdzielnosé pikoéw korelacji poréwnujac uzyskane syntetyczne
widmo gwiazdy podwdjnej (kombinacja widm syntetycznych typu A i G) z wid-
mami odniesienia dla typéw widmowych A (rys. 3.2) i G (rys. 3.3) dla réznych
réznic w predkosciach radialnych: 80 km/s, 50 km/s oraz 20 km/s. Predkosé
radialna sktadnika pierwszego w obu przypadkach wynosi zero.

W obu przypadkach wyrazna rozdzielno$¢ pikéw widoczna jest wylacznie przy
réznicy w predkosciach 80 km/s. Dla réznicy predkosci 50 km/s w pierwszym
przypadku drugi pik jest widoczny, ale wyznaczenie jego predkosci jest trudne.
Whplywa on jednak wyraZnie na zmiany w polozeniu pierwszego piku, co powodu-
je zte oszacowanie predkosci dla sktadnika gléwnego. Dla widma odniesienia typu
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Rysunek 3.3: Jednowymiarowa korelacja krzyzowa ukladu typu SB2 dla widma
odniesienia typu widmowego G. Strzatki wskazuja predkoéci sktadnikow uktadu
uzyte w symulacjach odpowiadajace réznicy: 80 km/s, 50 km/s, 20 km/s (Zucker
& Mazeh, 1994).

G przy réznicy predkosci 50 km/s, drugi pik zanika, ale polozenie pierwszego jest
znieksztalcone obecnoécia drugiego skladnika. W przypadku réznicy predkosci
20 km/s zaréwno dla widma odniesienia typu A i G, widoczne jest tylko jedno
maksimum korelacji, co jest mylace, bowiem jeden pik otrzymujemy dla gwiazdy
pojedynczej. Dodatkowym problemem jest przesuniecie maksimum na osi pred-
koéci, co wskazuje na wplyw niewidocznego skladnika na widoczny i w efekcie
daje zta warto$é¢ predkoéci gwiazdy gtownej.

3.4 Korelacja dwuwymiarowa

Widma gwiazd spektroskopowo podwoéjnych z widocznymi dwoma sktadnika-
mi (typ SB2), daja w efekcie zastosowania metody korelacji krzyzowej dwa piki
korelacyjne. Kazdy z nich odnosi si¢ do innego sktadnika uktadu i pozwala wy-
znaczy¢ predkosé radialna tej gwiazdy. Jednak w sytuacji, gdy wzgledna predkosé
obu sktadnikéw jest stosunkowo niewielka (lub drugi sktadnik jest zbyt staby), ko-
relacja jednowymiarowa nie jest w stanie ich rozrézni¢ i otrzymujemy tylko jeden
pik korelacji. Rozwiazaniem problemu jest zastosowanie korelacji dwuwymiaro-
wej TODCOR (ang.TwO Dimensional CORrelation, Zucker & Mazeh, 1994) |
stanowiacej uogolnienie korelacji jednowymiarowej.
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3.4.1 Wprowadzenie

Algorytm zaklada, ze obserwowane widmo jest zlozeniem dwoch znanych
widm z nieznanym ich wzglednym przesunieciem. Technika pozwala na wyzna-
czenie funkcji korelacji obserwowanego widma wzgledem kombinacji dwoch widm
odniesienia z wszystkimi mozliwymi przesunieciami. Korelacja jest wiec dwuwy-
miarowg funkcja, w ktérej dwoma niezaleznymi zmiennymi sa predkosci radialne
obu sktadnikéw. Potozenie maksimum funkcji jest zwiazane z aktualnymi prze-
sunieciami dopplerowskimi obu gwiazd.

Przyjmijmy analogicznie jako widmo obserwowane, ktérego przesuniecie dop-
plerowskie chcemy wyznaczyé f(n), a jako widmo odniesienia z zerowym przesu-
nieciem g(n). Oby dwa widma sa funkcja n, gdzie

n=A\+B. (3.46)

Przesuwajac widmo odniesienia o s i wyznaczajac korelacje miedzy obser-
wowanym widmem, a przesunietym widmem odniesienia g(n — s) uzyskujemy
zaleznosé korelacji od funkcji przesuniecia s:

Crg = Crg(s). (3.47)

Korelujemy obserwowane widmo f(n) z widmem odniesienia bedacym zloze-
niem dwoch réznych widm g1(n) i ga(n) przesunietych odpowiednio o s1 i so:

g1(n — s1) + g2(n — s2) (3.48)

Fukcja korelacji jest zatem funkcjg dwdch przesunieé:

Rf,gl,gz = Rf,gl,gz (317 52)' (3‘49)

Poszukiwanie maksimum korelacji odbywa sie w ptaszczyznie dwéch zmiennych
(s1,82) (predkosci radialne obu sktadnikéw). Dokladny algorytm opisany jest w
nastepnym podrozdziale.

Uwzglednienie drugiego widma odniesienia w korelacji dwuwymiarowej powo-
duje powstanie dodatkowej komplikacji. Nalezy bowiem wzia¢ pod uwage wzgled-
ne natezenie obu widm odniesienia, a zatem algorytm musi uwzgledniaé te za-
leznoé¢. W przypadku, gdy stosunek natezen widm nie jest znany, zastepujemy
nieznang wartos¢ dodatkows zmienng w funkcji korelacji krzyzowej. Ostatecznie
korelujemy widmo obserwowane z:

g1(n — s1) + aga(n — s2), (3.50)

a funkcja korelacji Ry g4, 4, jest funkcja s1, s2 i a:

Rf,ghgz = Rf,g1,gz (81, S9, a). (351)

By znalezé maksimum funkcji w tréjwymiarowej przestrzeni parametréw,
TODCOR wykorzystuje fakt, ze korelacja jest funkcja a. Mozna wyznaczy¢ ana-
litycznie wartos¢ «, dla ktérej korelacja jest maksymalna dla dowolnie zadanych

S1 i S9.
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3.4.2 Algorytm korelacji dwuwymiarowej

Opisana przez Tonry’ego i Davisa (1979) jednowymiarowa korelacja krzyzowa

przedstawia sie nastepujaco:

> f(n)gn —s)
Nojo, ’

C’f’g(s) = (3.52)

gdzie N oznacza liczbe przedzialéw widma, a o i 04 sg Srednimi kwadratowymi:

o2 = %Z Fn)2. (3.53)

Licznik rownania 3.52 mozna wyliczy¢ przy uzyciu szybkiej transformaty Fouriera
(FFT, ang. Fast Fourier Transform) . Oznaczmy dyskretna transformate Fouriera
(DFT, ang. Discrete Fourier Transform) funkcji f(n) i g(n) przez F(n) i G(n).
Dyskretna transformata Fouriera dla ), f(n)g(n — s) jest réwna:

F(k)G(k)", (3.54)

gdzie G(k)* oznacza liczbe sprzezona do G(k).
W algorytmie korelacji dwuwymiarowej widmo obserwowane f(n) korelujemy
z kombinacja dwéch widm odniesienia z dwoma réznymi przesunieciami linii:

g(n —s1) + ags(n — s92), (3.55)

gdzie « jest stosunkiem natezen dwoch gwiazd. Chwilowo zakladamy, ze a jest
znane.
Rozwini¢ciem réwnania (3.52) jest:

> f(M)[g1(n — s1) + aga(n — s2)]

Rfvglng (817 52, a) = No_fo_g(51, 82) 5 (356)
gdzie:
1
03(51, S9) = N Z[gl(n — 51) + aga(n — s9)]°. (3.57)
Licznik réwnania (3.56) mozemy zapisa¢ jako sume dwéch sum:
Zf n)gi(n — s1 +O¢Zf n)ga(n — s2), (3.58)

z ktorych kazda moze by¢ wyznaczona przy uzyciu FFT, analogicznie jak licznik
w réwnaniu (3.52).

Jednak mianownik réwnania (3.56) zawiera o4, ktére w odréznieniu od statego
04 w réwnaniu (3.52), jest funkcja s1 1 so. Warto zauwazy¢, ze:

2(81,82 291 n— s +204291 n—s1)g2(n —s2) +a Zgz (n — s2)]
(3.59)
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02(81,32) a +2—Zgl n—s1)ga(n — s3) + a2 O’ (3.60)

Pierwszy i trzeci skladnik sumy zawieraja srednie kwadratowe odpowiednich
widm odniesienia. Drugi sktadnik sumy ma taks samg postaé¢ jak licznik row-
nania (3.52), zatem mozemy go wyznaczy¢ uzywajac FFT.

Otrzymujemy zatem:

Rf,g1,gg(817327a) _ Yo f(n)gi(n —s1) +ad, f(n)ga(n — s2) (3.61)

Naf\/agl + 2% 2n 91(n)g2[n — (s2 — s1)] + a?o2,

Zdefinujmy:
Ci(s1) = — Nafa Zf n)gi(n — s1), (3.62)
Calon) = 5= 3 f(n)gpfn — 52) (363
012(82 — 81) = 1 Zgl(n)gg(n — (82 — 81)). (3.64)

Réwnanie (3.61) mozemy zapisaé:

Og Ch (31) + aog, 02(52)

Rf791792(317327a) = . (3.65)
\/031 +2a04,04,C12(s2 — 51) + o207,
Przyjmujac definicje o/ = %a mozemy zapisac:
1
C1(s1 +O/CQ S9
R gugal51, 82, @) = ——ont) + 0 Col52) (3.66)

\/1 + 20/012(82 - 81) + o'? '

Wyrazenie wskazuje na zaleznosé funkcji korelacji dwuwymiarowej od trzech ko-
relacji jednowymiarowych Cf(s1), Co(s2) oraz Cia(sy — s1). Sa to odpowiednio
korelacje pomiedzy widmem obserwowanym, a pierwszym widmem odniesienia,
widmem obserwowanym, a drugim widmem odniesienia oraz pomiedzy dwoma
widmami odniesienia.

Chcac otrzymaé bledy oszacowan wartosci kazdego z przesunieé, np. sa mo-
zemy ustali¢ drugie przesuniecie - s; do jego wartoéci w maksimum s; i przeana-
lizowaé funkcje:

P(sg2) = Ry.g1.90 (51,82, ). (3.67)

Analiza pokazuje, ze jest to korelacja krzyzowa funkcji f wzgledem gs po odjeciu
g1 od f z uwzglednieniem odpowiedniej wagi. Zatem oszacowanie btedéw mozna
wykonaé¢ wykorzystujac procedure szacowania btedéw dla korelacji jednowymia-
rowej.

Do tej pory zakladalidémy, ze wzgledny stosunek natezen obu widm « byt zna-
ny. Rozwazmy teraz sytuacje, gdy a nie jest znane. Chcemy otrzymaé dla obu
wartosci przesunieé s1 i so wartosé «, ktéra maksymalizuje korelacje pomiedzy
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SECONDARY'S VELOCITY (lm/s)

PRIMARY'S VELOCITY (km,/s)

Rysunek 3.4: Wykres funkcji dwuwymiarowej korelacji krzyzowej wokdt swego
maksimum. Linie przerywane sa réwnolegle do osi predkosci s; i s9 i przechodza
przez maksimum (Zucker & Mazeh, 1994).

f(n) iliniowa kombinacja widm ¢ i go. Oznacza to wyznaczenie dla obu przypad-
kéw s1 oraz sy wartosci v, dla ktorej funkcja Ry g, g, (51, 52, ) osiaga maksimum.
Po zrézniczkowaniu i przyréwnaniu do zera, uzyskujemy wartosé¢ «, ktéra daje
maksymalng korelacje:

R ag,\ [C1(51)C12(s2 — 51) — Ca(s2)
a(s1,82) = , 3.68
(51, 52) (0g2> [02(82)012(82 —s1) —Ci(s1) (3.68)
zatem funkcja korelacji dla tej wartosci a przyjmuje postac:
A1 012(51) — 201(51)02(82)012(82 — 81) + 022(82)
Ry.g1.90 [s1,82,8] = \/ 1_ 0122(82 —5) . (3.69)

Wyrazenie to jest uproszczeniem ogoélnej metody uzywanej w statystyce - ko-
relacji wielokrotnej, dla ktorej zastosowanie moga stanowi¢ uktady potrdjne i
wielokrotne.

3.4.3 Test metody

Zucker i Mazeh (1994) przeprowadzili szereg testéw TODCORa dla uzyska-
nych za pomoca symulacji widm. Ponizej znajduje si¢ opis jednego z nich.

Widmo gwiazdy podwdjnej zostalo wysymulowane z potaczenia widm typu A
i G (modele Kurucza, 1991). Uzyty zakres dtugosci fali wynosit 5170A - 5210A.
Predkosci rotacji obu gwiazd wynosily 40 km/s, a stosunek natezen 0.25. Do
kazdego z 2048 pikseli widma dodano szum o stosunku sygnatu do szumu S/N=20.
Uzyto trzech réznych réznic w wartosciach predkosci pomiedzy sktadnikami: 80,
50 1 20 km/s.

Rysunek 3.4 przedstawia funkcje dwuwymiarowej korelacji krzyzowej w naj-
trudniejszym przypadku - gdy réznica pomiedzy predko$ciami wynosi 20 km/s.
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Rysunek 3.5: Przekroje poprzeczne funkcji dwuwymiarowej korelacji krzyzowej
wzdluz przerywanych linii na rys. 3.4. Strzatki wskazuja na predkosci uzyte w
symulacjach (Zucker & Mazeh, 1994).

Maksimum znajduje sie w punkcie s; = 0.0 £ 0.7 km/s, so = 20.5 + 0.7 km/s
dla stosunku natezen 0.27 £ 0.04. Wynik jest zgodny z wysoka doktadnoscia z
rzeczywistymi wartosciami uzytymi w symulacji.

Rysunek 3.5 przedstawia przekroje poprzeczne funkcji korelacji dwuwymiaro-
wej przedstawionej na rysunku 3.4. W rzeczywistosci wykresy na rys. 3.5 przed-
stawiaja korelacje jako funkcje przesuniecia jednego z widm odniesienia, bez
uwzglednienia drugiego przesuniecia.

Testy zostaly przeprowadzone takze dla wartosci wzglednych przesunieé¢ 50
km/s i 80 km/s. W obu przypadkach parametry byly bliskie z duza doktadnoscia
warto$ciom rzeczywistym.

Wyzej przedstawione przyktady $wiadcza o duzych mozliwosciach korelacji
dwuwymiarowej i pokazuja, ze algorytm moze rozdzieli¢ widma wielu uktadéw
spektroskopowo podwdéjnych SB2.

3.5 Metoda najwiekszej wiarygodnosci - nowe podejScie
do potaczenia funkcji korelacji krzyzowej

Wtasciwosci metody korelacji krzyzowej studiowane byly dogtebnie w celu
poprawy precyzji wyznaczania predkosci radialnych. W zwiazku z tym zapro-
ponowanych zostalo wiele metod oceny precyzji ich wyznaczania (np. Tonry &
Davis, 1979, Connes, 1985; Murdoch & Hearnshaw; 1991). Zucker i Mazeh za-
proponowali takze dwuwymiarowa korelacje krzyzowa (TODCOR) stanowiaca
uogolnienie metody jednowymiarowe;j.
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Rozwdj technologii przekladajacy sie takze na spektrografie, przyczynil sie
do rozwoju technik detekcji promieniowania. Wyzwaniem dla technik analizy da-
nych okazaly si¢ widma wielorzedowe. W celu zwigkszenia precyzji wyznaczania
predkosci radialnych w przypadku takich widm nalezy powiaza¢ informacje po-
chodzace z poszczegdlnych ich rzedéw, zmniejszajac jednoczesnie stosunek sy-
gnatu do szumu do warto$ci wymaganej, by otrzymac¢ zadang precyzje. Jednym
z rozwiazan (Connes, 1985 i Bouchy, Pepe & Queloz, 2001) bylo obliczanie war-
tosci funkcji korelacji krzyzowej dla kazdego rzedu z osobna oraz wyznaczanie
sredniej wazonej z wynikowych funkcji. Wagi uzyte przez Connesa i Bouchy’ego
odzwierciedlajg ocene stosunku sygnatu do szumu dla poszczegdlnych rzedéw.

Zucker (2003) zaproponowal inne podejécie do badania wlasciwosci korelacji
krzyzowej. Wykazal, ze przy pewnych zalozeniach, pomiary predkosci radialnych
z uzyciem korelacji krzyzowej sa réwnoznaczne z uzyciem metody najwiekszej
wiarygodnosci do ich wyznaczenia. To rozwigzanie prowadzi w naturalny sposob
do oceny btedéw i powstania nowej procedury laczenia funkcji korelacji krzyzowe;.
Zucker wykazal (teoretycznie i poprzez symulacje), ze to rozwiazanie przewyzsza
techniki wezeéniej proponowane zaréwno pod wzgledem uzyskanej precyzji, jak i
zdolnosci detekcji sygnatu.

3.56.1 Od metody najwiekszej wiarygodnosci do korelacji krzyzowej
Podstawowe zatozenia

Przyjmujac stosowane wczesniej oznaczenia (f(n) - widmo obserwowane, g(n)
- widmo odniesienia) i zalozenia (kazde z widm jest zdefiniowane jako funkcja
numeru przedziatu n, gdzie n = Aln A + B), przypomnijmy, ze przesuniecie dop-
plerowskie wyraza sie stalym przesunieciem liniowym widma.

Zucker (2003) przedstawil model statystyczny, ktéry zaklada, ze widmo ob-
serwowane zostalo wyprodukowane przez pomnozenie widma odniesienia przez
pewna stala skalujaca (ag), przesuniecie go (sg przedzialéw) i dodanie losowego
biatego szumu d,, (rodzaj szumu o catkowicie plaskim widmie) gaussowskiego z
dopasowanym odchyleniem standardowym (o)

f(n) =apg(n — sg) + dn, (3.70)

dp ~ N(0,0%). (3.71)

Oczywiscie, ag 1 sg nie sg znane z gory. gg czesto jest definiowane w literaturze
jako wartos¢ znana, lecz w ponizszych rozwazaniach przyjmiemy, ze odchylenie
standardowe takze nie jest znane.

Przyjmijmy takze zalozenie, ze widma maja odjete kontinuum (najlepiej pa-
sujacy wielomian najnizszego stopnia zostal odjety od widma):

> fn)=0 (3.72)
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> g(n) =0. (3.73)

Ocena najwiekszej wiarygodnosci

Wiarygodnosé jest definiowana jako prawdopodobiefistwo obserwowanych wy-
nikéw. W naszym przypadku:

b= H< m2>ep{_ 552 2 (3.74)

2

B 1 —ag(n — s)]
L= (W) exp{— Z 57 b (3.75)

Kolejny krok zaklada wyznaczenie wartoéci parametréw, ktore maksymalizuja

logarytm naturalny funkcji wiarygodnosci. Logarytm ten ma postac:

InL =—Nlogo — Z —ag(n — s))* + constant, (3.76)

gdzie stala jest niezalezna od parametréw. Wartoéci o, a i s, ktére maksymalizuja
powyzszg funkcje dane sg wzorami

6t = = ) — agln — )1, (3.77)

> f(n)g(n —35)
Yngi(n)

§ jest z kolei wartosciag maksymalizujaca funkcje korelacji krzyzowej zdefiniowana

a =

(3.78)

jako:

Z f(n)g(n —s) (3.79)

WprowadZzmy notacje ulatwiajaca pdzniejsze wyprowadzenia. Jako oy oraz o,
oznaczmy Srednie kwadratowe widm: analizowanego i odniesienia:

0% = %Z £2(n), (3.80)

= % > g% (n). (3.81)

Zdefiniujmy C/(s) jako funkcje znormalizowanej korelacji krzyzowej pomiedzy f
oraz g:

C(s) = 2) (3.82)

M
O0f0g

gdzie normalizacja powoduje, ze |C(s)| jest mniejsze od jednosci. Skoro C/(s) jest
proporcjonalne do R(s), § moze by¢ zdefiniowane jako przesuniecie maksymali-
zujace funkcje znormalizowanej korelacji krzyzowej.
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Korzystajac z wyzej przedstawionej notacji, wyrazenia na & oraz G mozna
przedstawié¢ jako:

6% = o3[l — C*(3)], (3.83)

R(5)

5
g

(3.84)

a =
g

Uwzgledniajac te relacje w wyrazeniu na log L, otrzymujemy
N 9/
logL = 5 log[1 — C*(8)] 4 constant. (3.85)

Wiarygodnosé jest zatem monotoniczng funkcja rosnaca znormalizowanej korela-
cji krzyzowej do kwadratu. Zaleznos¢ od kwadratu korelacji, powoduje, ze praw-
dopodobienstwo roénie dla ujemnych wartosci korelacji. To zachowanie jest po-
wigzane z formalng mozliwoscia, gdy czynnik skalujacy a jest ujemny. Nie ma to
jednak glebszego astrofizycznego znaczenia; oznacza jedynie, ze wszystkie ocze-
kiwane linie absorpcyjne sa liniami emisyjnymi i odwrotnie.

Ocena btedéw

Teoria najwiekszej wiarygodnosci zawiera w sobie takze sposéb oceny bledéw
lub przedzialéw ufnosci dla parametréw. Wykazano (Kendall & Stuart, 1967), ze
w standardowych przypadkach macierz kowariancji parametrow jest ujemna od-
wrotnoscia macierzy Hessego funkcji logarytmu wiarygodnoéci w jej maksimum.
Wyznaczmy ta macierz i podstawmy wartosci w maksimum, uznajac przesuniecie

s jako zmienna ciagta

agalsz’mw = _N;% (3.86)

aQalszWM - % - 034 %:[f(n) —ag(n— )" = —2&—];[, (3.87)
82$O§L‘maw - aNfzi/(S) (3.88)

agi%gf Imaz = %[R(L":) —asj) =0, (3.89)
%(ng’m“f = _N?z(é) =0, (3.90)

iioagsﬂm” - M\;Ij(s) =0, (3.91)

gdzie R'(s) i R"(s) sa pierwsza i druga pochodna funkcji kowariancji krzyzowe;.
Dwa ostatnie rownania sg wynikiem definicji § jako przesuniecia, gdy zostala
osiagnieta maksymalna korelacja.
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Widaé¢ wiec, ze macierz Hessego jest diagonalna, zatem odwrodcenie jej nie
stanowi problemu. Poszukiwany btad do kwadratu wynosi
) i c'(3) () 17

=2 __—_|N
7 T TANR'(3) C(3) 1-02(3)) °

(3.92)

gdzie C”(8) jest druga pochodng funkcji korelacji krzyzowe;.

Jedli widmo odniesienia, ktorego uzywamy do poréwnania jest takze zaszu-
mione, otrzymany bltad rézni sie od wyznaczonego. Obliczenia wéwczas staja sie
duzo bardziej skomplikowane i prowadza do wniosku, ze btad jest okolo v/2 razy
wiekszy, niz oszacowany wyzej. Ulatwieniem jest stosowanie tego samego widma
odniesienia do wszystkich widm obserwowanych, woéwczas bowiem opisany wyzej
model jest w przyblizeniu wladciwy, poniewaz na rozrzut predkosci wptywa tylko
zaszumienie widma obserwowanego, podczas gdy zaszumienie widma odniesienia
dostarcza bledu systematycznego.

Przeprowadzono symulacje (Zucker, 2003) majace na celu przetestowanie po-
wyzszych rozwazan dotyczacych oceny bledéw. Jako widma wzorcowego uzyto
pojedynczego rzedu widma z zakresu 5621 - 5683 Apodzielonego na 1920 prze-
dzialéw. Zaszumienie widma uzyskano poprzez dodanie biatego szumu o gaussow-
skim rozkladzie amplitud, ktérego odchylenie standardowe wynosito 0.05, 0.1 i
0.2. Korelujac widmo wzorcowe wzgledem zaszumionych uzyskano przebieg funk-
cji CCF ukazany na rysunku 3.6.

Doktadne potozenie piku korelacji i wartoéci odpowiednich pochodnych zosta-
ty wyznaczone poprzez dopasowanie paraboli do maksimum CCF. Kazda symu-
lacje powtdrzono 10 000 razy. Rysunek 3.7 przedstawia rozktad stosunku zmiany
wartoéci CCF (Av) do wyznaczonego bledu o,. Wykresy wskazuja, ze rozklad
tego stosunku ma postaé¢ rozktadu Gaussa dla wszystkich pozioméw szumu.

3.6 Potaczenie funkcji korelacji krzyzowej

Zalbézmy, ze mamy M oddzielnych widm, z ktérych kazde posiada swoje wta-
sne widmo odniesienia. Wszystkie z nich maja to samo przesuniecie dopplerow-
skie. Widma te moga stanowi¢ pojedyncze ekspozycje tego samego obiektu lub
oddzielne rzedy tego samego widma (ekspozycji). Zalézmy takze, ze widma po-
dzielone sg na réwna iloé¢ przedzialow N. Nie zakladamy jednak jednakowego
stosunku sygnatu do szumu (S/N) oraz tych samych czynnikéw skalujacych.

Najprostszy sposéb zapisu polaczenia funkcji to prosta srednia (SA)

M
M@:%ZQ@ (3.93)
=1

gdzie M jest iloscia funkcji korelacji krzyzowej majacych byé potaczonymi, C;(s)
jest i-tg funkcja korelacji, wyznaczong w oparciu o i-te widmo obserwowane i i-te

widmo odniesienia.
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Rysunek 3.6: Przebieg funkcji korelacji krzyzowej dla widma wzorcowego i widm
z zaszumieniem o odchyleniu standardowym réwnym odpowiednio 0.05 (goéra),
0.1 ($rodek), 0.2 (dét) (Zucker, 2003).

Inny nieskomplikowany schemat potaczenia funkcji jest oparty na wspolczyn-
niku determinacji tzn. kwadracie wspdtczynnika korelacji, w naszym przypadku
C?(s). Wielko§é¢ ta uzywana jest zazwyczaj w analizie regresji do opisu stop-
nia, w jakim zmienno$¢ jednej zmiennej jest wyjasniona przez druga. Potaczenie
wspoblezynnikéw determinacji (DC') przedstawia sie w sposéb nastepujacy:

DC?(s Z C}(s (3.94)

Wartos$é ta moze by¢ interpretowana jako suma wazona funkcji korelacji.

Metoda najwiekszej wiarygodnos$ci (ML) moze dostarczyé dodatkowy spo-
sOb potaczenia funkcji korelacji krzyzowej. Calkowita wiarygodno$é obserwacji
wyraza sie jako:

L= H(\/;rial'Q)Nexp{ 5 12; —a;gi(n —s)]Q}. (3.95)

(2

Logarytmujac, otrzymujemy

1
logL = — E {Nlog 053 E —a;gi(n s)]2} + constant.  (3.96)
1 n

%
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Rysunek 3.7: Histogram stosunku przesuniecia funkcji korelacji (Av) do wyzna-
czonego bledu o,. Trzy wykresy odpowiadaja poziomom szumu o odchyleniu
réwnym 0.05, 0.1 i 0.2 odpowiednio. Linia przerywana oznaczono przebieg stan-
dardowego rozkladu Gaussa (Zucker, 2003).

Podstawiajac optymalne wartosci o; i a;, otrzymujemy ostatecznie réwnanie
N
logL = 5 Z log[1 — C?(s)] + constant, (3.97)
i

ktore jest bardzo podobne do rownania 3.85. Mozemy zatem przyréwnaé te dwa
réwnania w celu uzyskania efektywnej wartoéci korelacji M L:

NMlog[l — ML?*(s)] =>_ Nlog[l — C{(s)], (3.98)

lub

1

ML?(s)=1— {Hu - 03(5)]} " (3.99)
(2
Dla wystarczajaco malych C;(s) powyzsza zalezno$é zamienia sie w wyrazenie
na $redni wspélezynnik determinacji DC(s). W przypadku, gdy C;(s) jest bliskie
jednosci (wysoki stosunek S/N), M L(s) takze osiaga wartosé¢ bliska jeden.
W celu uzyskania oceny bledéw przesuniecia, nalezy wyznaczy¢ i odwrdcié
macierz Hessego. W tym przypadku hesjan nie jest diagonalny, co utrudnia obli-
czenia. Blad wynosi wowczas

(3.100)
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Rysunek 3.8: Na gorze: funkcja korelacji krzyzowej dla pojedynczego rzedu wid-
ma. Na srodku: prosta $rednia (SA) funkeji korelacji krzyzowych dla 10 rzedéw
widma. Na dole: polaczenie funkcji CCF metoda najwiekszej wiarygodnosci (ML)
dla tych samych 10 rzedéw widma (Zucker, 2003).

i jest bardzo podobny do wyrazenia na btad w przypadku pojedynczego widma,
z zamiang N! na catkowitg liczbe przedzialéw M N.

Symulacje potaczenia funkcji korelacji krzyzowej r6znymi sposobami (Zucker,
2003) ukazuja znaczenie tej metody. Do symulacji uzyto 10 rzedéw widma, po-
krywajacych zakres 5189 - 5683 A, ze stosunkiem sygnatu do szumu réwnym 3.5.
Wyniki testu przedstawione sg na rysunku 3.8.

Gorny wykres przedstawia funkcje korelacji krzyzowej dla jednego rzedu wid-
ma. W tym przypadku nie mozna rozrézni¢ wiodacego piku korelacyjnego. Wy-
kres drugi przedstawia polaczenie funkcji korelacji poprzez zastosowanie ich pro-
stej Sredniej (SA) dla 10 rzedéw widma. Pik korelacji jest widoczny, mimo niewiel-
kiego wspotczynnika korelacji. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku wykre-
su trzeciego, przedstawiajacego polaczenie funkeji korelacji (10 rzedéw widma)
przy uzyciu zaproponowanej przez Zuckera metody najwiekszej wiarygodnosci
(ML) - pik korelacyjny jest takze widoczny. Wyniki symulacji ukazuja istotnos$é
taczenia funkcji korelacji. W tym przypadku niemozliwe jest wyznaczenie prze-
suniecia (predkosci radialnej) dla pojedynczego rzedu, lecz w efekcie polaczenia
funkcji produkowane jest widoczne maksimum, a predkos¢ jest wyznaczalna.

Kolejne przeprowadzone testy (Zucker, 2003) ukazuja wyzszos¢ metody naj-
wiekszej wiarygodnosci (ML) nad dwoma oméwionymi wezesniej Srednimi: prostej
(SA) i polaczenia wspoélezynnikéw determinacji (DC). Jest to zauwazalne gtow-
nie w przypadku, gdy stosunek sygnatu do szumu zmienia swag wartos¢ wzdiuz
widma. By to pokazaé, dodano do widma szum, ktorego odchylenie standardowe
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Rysunek 3.9: Rozklad potozenia pikow dla kazdej z czterech metod taczenia funk-
cji CCF: prostej éredniej (SA), polaczenia wspolezynnikéw determinacji (DC),
sredniej wazonej dla kazdego z rzedéw (VA) oraz metody najwiekszej wiarygod-
nosci (VA) (Zucker, 2003).

wynosito 0.1¢, gdzie ¢ jest numerem rzedu widma. Na rysunku 3.9 przedstawio-
no rozklad polozenia maksiméw dla kazdej z metod potaczenia funkcji CCF po
powtorzeniu symulacji 1000 razy. Dodatkowo ukazano histogram predkosci uzy-
skanych po zastosowaniu Sredniej wazonej z predkosci otrzymanej dla kazdego
w rzedow (VA) . Srednia ta moze byé¢ wyznaczona wylgcznie w przypadku po-
prawnego zidentyfikowania maksiméw CCF we wszystkich rzedach. Histogram
ukazujacy rozklad potozenia pikéw korelacyjnych wynikajacych z zastosowania
metody najwiekszej wiarygodnosci (ML) charakteryzuje sie najmniejsza warto-
Scig odchylenia o, = 0.068 km/s. W przypadku pozostatych metod uzyskano
wyniki: 054 = 0.128 km/s, opc = 0.078 km/s, oy 4=0.099 km/s.

Dodatkowym kryterium poréwnania pomiedzy réznymi metodami taczenia
CCF jest ich zdolno$¢ do odznaczania poprawnego piku wzgledem pozostatych
maksiméw. Zdolnos¢é ta jest istotna szczegdlnie w przypadku rozwazania stabych
obiektéw, ktérych widma maja niski stosunek S/N. Test (Zucker, 2003) prze-
prowadzono w oparciu o przyjecie zalozenia, ze wysokosci pikéw pozostalych sa
réwne odchyleniom standardowym funkcji w rejonie odpowiednio odlegltym od
maksimum gléwnego. Zostaly one wyliczone dla dwéch czesci sktadajacych sie z
500 przedziatléw po obu stronach poprawnego piku w odlegtosci co najmniej 100
przedzialéw od niego. Srednie stosunki wysokosci piku gléwnego do pozostalych
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Rysunek 3.10: Histogram stosunku przesuniecia wyznaczonych korelacji na pod-
stawie metody najwiekszej wiarygodnosci (Av) do wyznaczonego btedu o,. Linig
przerywana oznaczono przebieg standardowego rozkladu Gaussa (Zucker, 2003).

maksimoéw (czyli odchylenia standardowego maksimum gléwnego) wynosity 36,
58 1 65, odpowiednio dla SA, DC i ML. Test potwierdzil wiec stuszno$é wyzszosci
metody najwiekszej wiarygodnosci (ML) nad innymi sposobami taczenia funkcji
korelacji.

Po stwierdzeniu wyzszosci metody najwiekszej wiarygodnosci wzgledem in-
nych sposobéw taczenia funkcji CCF potwierdzono szacunek bledéw w sposdb
podobny jaki w przypadku pojedynczego rzedu widma. Rezultaty w formie hi-
stogramu stosunku AV /oV obliczonego w wyniku 1000 symulacji dla dziesieciu
rzedéw widma ukazano na rysunku 3.10. I w tym przypadku widoczna jest zgod-
noé¢ rozktadu ze standardowym rozkladem Gaussa.






Rozdziat 4

Wyznaczanie parametrow
uktadow podwojnych
zacmieniowych FM Leo i FK Leo

4.1 Wprowadzenie

Rozdziat zawiera omoéwienie czesci praktycznej wykonanej w ramach pracy
magisterskiej. Sktadaja si¢ na niego opis redukcji widm, a takze procedur uzytych
w trakcie stosowania wczesniej zreferowanych metod oraz wyznaczania parame-
tréw fizycznych opisujacych kazda z gwiazd uktadéw FM Leo i FK Leo, jak i
charakteryzujacych uktad podwdjny jako catosé.

4.2 Redukcja widm i pomiar predkosci radialnych

4.2.1 Redukcja widm

Proces redukcji widm sktada sie z procedury przygotowawczej majacej na celu
przygotowanie ramek CCD do obrébki oraz etapu redukeji, ktorego efektem jest
uzyskanie zaleznoéci natezenia od dlugosci fali dla badanego obiektu.

Przygotowanie ramek CCD

W procesie wykonywania ekspozycji kamera CCD na drodze do otrzymania
ostatecznego obrazu, nalezy wziaé¢ pod uwage czynniki negatywnie wplywajace
na jego jakos¢: wynikajace z praw fizyki, rozwigzan konstrukcyjnych, a takze
zwykltego zabrudzenia. Ze wzgledu na szumy detektora w procesie wykonywania
ekspozycji nalezy uwzgledni¢ tzw. offset (bias), klatke ciemna (dark frame) i

61
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pole wyréwnujace (flat field). Offset jest dodatnim tadunkiem przylozonym do
CCD, aby uaktywnié jego pojemnoé¢ zbierajaca fotony. Jest obecny jako falszywy
sygnal w kazdym zdjeciu. Klatke offsetowsg mozna stworzy¢ poprzez wykonanie
normalnej ekspozycji z zerowym czasem naswietlania. Pole wyréwnujace (flat
field) to prosta mapa wzglednej czutosci kazdego piksela w detektorze. Pole takie
tworzy sie przez zrobienie zdjecia jednolicie o$wietlonej powierzchni. Poza tym,
nawet podczas braku Swiatla, piksele w kamerze CCD zbierajg sygnal, ktory jest
proporcjonalny do czasu ekspozycji (prad ciemny). W spektrografach stosowane
sa kamery schtadzane do niskich temperatur, dzigki czemu przyczynek od pradu
ciemnego jest niewielki, zatem mozemy go zaniedbac.

Do redukcji widm uzyto pakietu IRAF, stuzacego do obrobki danych CCD.
Wigkszosé procedur redukcyjnych zostata wykonana przy uzyciu skryptéw au-
torstwa K. Kaminskiego, zawierajacych kolejno specjalistyczne komendy (taski)
i zadane parametry wejsciowe potrzebne do nastepnych krokéw redukeji.

Obrobka wstepna widm polegala na odjeciu poziomu zerowego bias (utwo-
rzenie master bias frame i odjecie jej od kazdego widma) i korekcji na flat field
(utworzenie master flat frame i uwzglednienie jej przy kazdym widmie).

Etapy redukcji widma

Procedura redukcyjna przeprowadzona zostata w sposob nastepujacy:

1. Tracing

Okreslenie trasy, jaka biegnie widmo (tzw. $lad widma). Rzedy widma nie
przebiegaja dokltadnie rownolegle do pikseli na detektorze. Nalezy wyzna-
czy¢ maksima profili Gaussa dla punktéw wzdtuz kierunku dyspersji. Laczac
te maksima poprzez dopasowanie odpowiedniego wielomianu, otrzymujemy
trase, jaka przebiega widmo.

Wykorzystany zostal task apall pakietu IRAF.

2. Ekstrakcja
Sumowanie sygnatu wzdtuz kolumn prostopadle do kierunku dyspersji. Za-
réowno widmo obiektu, jak i widmo lampy kalibracyjnej zapisujemy jako

zaleznosé natezenia od numeru piksela.
Przykladowe widmo lampy kalibracyjnej (FeAr) znajduje si¢ na rysunku
4.1.

3. Lokalizacja i identyfikacja linii w widmie lampy kalibracyjnej

W wyekstrahowanym widmie lampy kalibracyjnej (widmo lampy zelazowo
- argonowej FeAr) nalezy zidentyfikowaé kilka linii emisyjnych przypisujac

im odpowiadajace dtugoéci fali.
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Rysunek 4.1: Widmo lampy kalibracyjnej zelazowo - argonowej jako zaleznosé
natezenia od numeru piksela (7rédlo: IRAF).

Wykorzystany zostal task identify do identyfikacji linii w widmie lampy

pordéwnania.

. Wyznaczenie transformacji x — A

W oparciu o znane wspolrzedne linii emisyjnych w widmie lampy kalibracyj-
nej wyznaczone w pikselach oraz odpowiadajace im laboratoryjne dlugosci
fal, mozna wyznaczyé¢ transformacje miedzy wspolrzedng w pikselach, a
wspolrzedng w diugosci fali w postaci wielomianu n-tego stopnia.

Ten krok jest takze realizowany przez task identify.

. Kalibracja widm obiektu w dlugoéci fali

W oparciu o wyznaczong transformacje x — A uzyskane widma lampy ka-
libracyjnej i widma gwiazdy mozna wyrazi¢ w jednostkach diugosci fali.

Do przeniesienia dopasowanego wielomianu zawierajacego informacje o dys-
persji z widma poréwnania (FeAr) na widmo obiektu uzyto tasku dispcor.

W efekcie otrzymujemy zaleznosé natezenia od dlugosci fali zaréwno dla widma

poréwnania, jak i dla widma obiektu (rysunki 4.2 i 4.3).

4.2.2 Wyznaczanie predkosci radialnych

Zredukowane widma mozna wykorzysta¢ do pomiaréw predkosci radialnych

na podstawie badania zmian potozen linii widmowych. Predkoéci radialne sktad-

nikéw ukladu zostaly wyznaczone przy uzyciu dwéch metod korelacji krzyzowej
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Rysunek 4.2: Widmo FM Leo. Widoczne podwojenie linii (zrédlo: IRAF).
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Rysunek 4.3: Widmo FK Leo (zrédlo: IRAF).

opisanych w rozdziale trzecim. Sa to: metoda korelacji jednowymiarowej i dwu-
wymiarowej - TODCOR.

Metoda korelacji jednowymiarowej

Pierwsza z metod wyznaczania predkosci radialnych, ktéra zostata uzyta to

korelacja krzyzowa jednowymiarowa. Jako widmo odniesienia w przypadku obu

badanych uktadéw postuzylto widmo gwiazdy HD102870 o typie widmowym FIV

wykonane tej samej nocy obserwacyjnej co widmo obiektu. Do wyznaczenia war-

tosci funkcji korelacji (CCF) oraz obliczenia predkosci wykorzystany zostal task

fxcor znajdujacy sie w podpakiecie IRA Fa noao.rv. Umozliwia on dobranie po-

ziomu tla, dopasowanie profilu do przebiegu funkcji oraz wyznaczenie wartosci
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Rysunek 4.4: Metoda korelacji krzyzowej jednowymiarowej przy uzyciu fxcor
dla FM Leo. Widoczne dwa piki korelacyjne $§wiadczace o podwdjnosci uktadu
(zrédlo: IRAF).

predkoéci radialnych dla obu sktadnikow. Przyktadowy przebieg CCF uzyskanej
ta metoda przedstawia rysunek 4.4.

Gdy piki korelacji znajduja sie stosunkowo blisko siebie (predkosci sktadni-
kéw maja zblizona wartosé) nalezy wykonaé deblending (rozdzielenie) maksiméw.
Task fxcor umozliwia wykonanie tego zadania poprzez zaznaczenie dwoch pikow
korelacji i dopasowanie do nich odpowiednich profili.

Widma z fazy za¢mien nalezy pominaé¢ w procesie wyznaczania predkosci
radialnych ze wzgledu na trudnosci w rozréznieniu dwéch maksiméw funkceji ko-
relacji (naktadanie sie pikéw) i mozliwy znaczny blad w wyniku.

Metoda korelacji dwuwymiarowej TODCOR

Jako drugi sposéb wyznaczania predkosci radialnych sktadnikéow uktadu uzy-
to metode korelacji dwuwymiarowej TODCOR. Widmem odniesienia uczyniono
jedno widmo syntetyczne wygenerowane na podstawie modeli Kurucza (1979)
dla metalicznosci Stonca i temperatury 6400 K. Dla obu przypadkéw obrano
inng wartosé¢ predkosci rotacji dla widma syntetycznego $wiadczaca o stopniu
poszerzenia linii (FM Leo: vy = 30 km/s, FK Leo: v,ot = 2 km/s).

Do obliczenia wartosci funkcji korelacji, stworzenia map predkosci radialnych
i wyznaczenia ich wartodci uzyto programu autorstwa M. Konackiego. Przykla-
dowa mapa znajduje sie na rysunku 4.5. Przedstawia zmiany funkcji korelacji
(0 jej wartosci §wiadezy kolor) na plaszczyznie dwoch predkosei radialnych (o$
rzednych i odcietych). Wspdlrzedne maksimum funkcji odpowiadaja szukanym
wartosciom predkoéci. Mapa przedstawia dwa maksima majace te same wspél-
rzedne jednak brane pod uwage jest tylko jedno z nich, a wyswietlanie dwoch
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Multiorder CCF
0

Rysunek 4.5: Metoda korelacji krzyzowej dwuwymiarowej TODCOR w praktyce.
Opis znajduje sie w tekscie.

pikéw jest powiazane z matematycznym opisem funkcji CCF, ktéra daje dwa
rozwiazania.

Poprawka na ruch obserwatora wzgledem ukladu barycentrycznego zostata
uwzgledniona poprzez uzycie tasku IRAFa rvcorect wyznaczajacego predkosé
heliocentryczng na zadany moment dla wspdétrzednych obiektu obserwowanego,
ktora nalezato dodaé¢ do wyniku uzyskanego wczesniej.

4.3 Modelowanie uktadéw

Aby wyznaczyé¢ parametry ukiadu podwdjnego zaémieniowego z obserwacji
potrzebujemy modelu, ktéry opisuje wplyw tych parametréw na ksztalt krzywych
zmian blasku i predkoéci radialnych. Posiadajac taki model jesteSmy w stanie
zmieniajac wartosci parametrow uktadu wirtualnego uzyska¢ zgodnosé krzywych
wirtualnych i obserwowanych.

4.3.1 Metoda WD

Jedng z metod umozliwiajacg modelowanie uktadéw podwdjnych zaé¢mienio-
wych na podstawie dopasowania modelu do dwéch zestawdw danych obserwacyj-
nych: krzywej zmian blasku i predkosci radialnych jest kod Wilsona - Devinneya
(WD) stworzony w 1971 roku (Wilson & Devinney, 1971). W metodzie tej korzy-
sta sie z rozbudowanego modelu Roche’a, przyjmujacego nastepujace zalozenia
(Kallrath & Miltone, 1999):
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e pole grawitacyjne ukladu jest wytwarzane przez dwie punktowe masy opi-
sujace pole obu sktadnikow,

e ksztalt skladnikéw ukladu jest opisany przez wplyw chwilowego pola sit (nie
uwzglednia sie nieradialnych oscylacji, przyjmujac, ze sa one zaniedbywalne
w poréwnaniu z okresem orbitalnym),

e gwiazdy rotuja wokél swych osi z zachowaniem praw fizyki ciala sztywnego
(bez uwzglednienia rotacji dyferencjalne;j).

Model podstawowy - geometria uktadu

Ponizsze rozwazania opieraja sie na informacjach zaczerpnietych z PHOEBE
- Scientific Reference (Prsa, 2006).

W metodzie zastosowano rotujacy uktad odniesienia, poczatek ktorego umiej-
scowiony jest w érodku sktadnika o wiekszej masie, a 0§ X skierowana w strone
drugiej gwiazdy. Uklad jest nieinercjalny, wystepuja wiec w nim sity bezwtadno-
Sci. Predko$¢ katowa rotacji takiego uktadu wynosi:

_ 2 _ (GO A+ M) (4.1)

w
P asd

Sita decydujaca o ksztalcie sktadnikow uktadu jest wypadkowa sit grawitacyjnych
pochodzacych od obu sktadnikéw oraz sit odérodkowych zwigzanych ze érodkiem
mas ukladu wokot ktérego rotuje on z predkoscig w. Potencjatl powstatego pola
okreslony jest wzorem (Kopal, 1959):

—@:G%Luﬂ@+£ﬁ, (4.2)

s1 S9 2

gdzie 7 jest wartoscia wektora taczacego srodek masy ukladu z czastka prébna
(rysunek 4.6), czyli okreslajacego odleglo$¢ do barycentrum uktadu, M; i M; -
masami sktadnikéw, a s; i so odpowiednio odleglto$ciami od czastki do srodkow
gwiazd o tych masach.

W poblizu gwiazd ich pole grawitacyjne ma decydujacy wptyw na potencjal, z
kolei w wiekszej odlegtosci od sktadnikéw gtéwng role przejmuje sita odsrodkowa.
Jezeli w poblizu uktadu znajduje sie czastka prébna, wowczas jej ruch okreslony
jest przez te trzy sily (rysunek 4.7).

Gwiazdy ograniczone sg powierzchniami o pewnych potencjatach, ktore na-
zywamy potencjalami powierzchniowymi. Oba skladniki otoczone sg owalnymi
strefami, taczacymi sie w punkcie Lagrange’a Ly, ktére tworzg powierzchnie ogra-
niczajaca zwana powierzchnia Roche’a. Okresla ona maksymalny rozmiar poje-
dynczych sktadnikéw. Wewnatrz tych stref decydujaca role odgrywa grawitacja.
Trzecia strefa otacza pierwsze dwie, a powierzchnia ja ograniczajaca przechodzi
przez punkt Lagrange’a Lo. Okresla ona maksymalny mozliwy rozmiar uktadu
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Rysunek 4.6: Geometria uktadu podwdjnego. Poczatek ukitadu wspoéirzednych
znajduje si¢ w érodku gwiazdy o masie M;. COM oznacza Srodek masy, a -
odlegtos¢ miedzy skltadnikami, s; i so odlegloéci pomiedzy srodkami gwiazd a
czastka prébna o masie m. Wektor 7 laczy Srodek masy z czastka m (Prsa, 2006).

Rysunek 4.7: Uktad odniesienia w rozpatrywanym zagadnieniu uktadu podwdj-
nego. Srodek ukladu znajduje sic w érodku gwiazdy o wickszej masie, L1 oznacza
punkt Lagrange’a. Sity F} i F3 to sily grawitacyjne pochodzace od obu sktadni-
kéw, Fiqs - sita odérodkowa skierowana wzdtuz linii taczacej $rodek masy uktadu
z czastka prébna (Dimitrov, 2007).
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Rysunek 4.8: Prawoskretny ukiad wspétrzednych sferycznych dla rozwazanego
zagadnienia. Kat biegunowy 6 moze przyjmowaé wartosci od 0° na biegunie +z
do 180° na biegunie —z, kat azymutalny ¢ przyjmuje wartosci od 0° na osi x do
360° (Prsa, 2006).

ponadkontaktowego. Strefa czwarta to cala przestrzen pozostata. Wewnatrz niej
sity odsrodkowe przewyzszajg grawitacje, a materia gwiazdy, ktora by sie tam
znalazta, stopniowo oddalataby sie od uktadu. Strefy potencjatu dla uktadu po-
dwdjnego ukazane sg na rysunkach 4.9 i 4.10.

PrzejdZzmy do ukladu wspétrzednych sferycznych (rys. 4.8), zakladajac, ze

x =rsinfcosp = Ar, (4.3)
y = rsinfsin ¢ = ur, (4.4)
z=rcosf =vr. (4.5)

Zdefiniujmy takze polozenie srodka mas ukladu (ang. Centre Of Mass, COM),
jako

> Mix; __qa
> M; 14 q’

gdzie ¢ = My /M oznacza stosunek mas, a odleglo$é¢ miedzy sktadnikami uktadu

(4.6)

Xcom =

oznaczona jest przez a.
Zaktadajac, ze
s1=r, (4.7)
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Rysunek 4.9: Strefy Roche’a dla dwéch gwiazd niebedacych w ruchu (kolor od-
powiada strefie o okreslonym zakresie potencjatu) (Bruton, 2004).

Rysunek 4.10: Strefy Roche’a dla dwoch gwiazd o réznych masach obiegajacych
srodek masy uktadu (kolor odpowiada strefie o okreslonym zakresie potencjatu)
(Bruton, 2004).
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s9 = Vr? —2za + a?, (4.8)

7= \/(x —zcom)? + ¥, (4.9)

potencjal pola (réwnanie 4.2) przyjmuje postaé

GM, GM; L oaf 2 2 2
v — . - 1—12)—2 .
(ry\,v) . R v = (r (1—=v7) —=2rAzcom + wcozvz)

(4.10)
Uzywajac réwnan na $rodek masy (4.6) oraz predko$é katowa rotacji (4.1) uzy-
skujemy wyrazenie

GM [a a A\ 172 o, 1 ¢
U(r, A, v) = — 1|2 — o )T o )
(r, A, v) a [T+q< r2 — 2ar\ + a? a>+2a2( Fa)-v )+21+q}
(4.11)

Uzywany w metodzie WD bezwymiarowy, znormalizowany i przyjmujacy za-

tozenie, ze odlegto$é miedzy Srodkami gwiazd jest réwna a = 1, potencjal Roche’a
Q) jest zdefiniowany jako:

Ya 1 ¢

Q—_——0 2
GM1 2q—|—1,

(4.12)

Podstawiajac do powyzszego réwnania definicje ¥ z réwnania 4.11 uzyskamy
zatem wyrazenie

1 1
Arq) = - +q |
(r.q) r V1—=2\r + 12

Roéwnania tego uzywamy do znalezienia rozmiaréw i ksztattu sktadnikéw ukta-

—Ar| + %(q + 1)r?(1 —v?). (4.13)

du o rotacji synchronicznej i orbitach kotowych. Kazdy ze sktadnikéw okreslony
jest czterema promieniami Ryoint, Rsides Rpack, pole;s skierowanymi odpowied-
nio do L, boku, tylu i bieguna uktadu. Odpowiednie wartosci katéw ¢ i 6 dla
promieni przedstawia tabela 4.1.

o) 0
Rpoint 0 90
Rgige 90 90
Rpaer, 90 180
Ryole 0 90

Tabela 4.1: Katy okreslajace cztery promienie sktadnika.

Na podstawie réwnania 4.13 mozemy wyznaczy¢ rozmiary pierwszego sktad-
nika. W celu oszacowania promieni drugiego, musimy ”zamieni¢” miejscami oba
sktadniki, tak aby drugi znalazl sie w $rodku uktadu odniesienia. W praktyce
wystarczy wyznaczy¢ Q oraz ¢’ (réwnanie 4.14) i wstawié¢ do réwnania 4.13:

1
G =0-g+5(1-4q), (4.14)
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gdzie
1
/
qg=-. (4.15)
q

Rotacja asynchroniczna

W przypadku rotacji synchronicznej materia gwiazdy pozostaje w spoczyn-
ku wzgledem ograniczajacej ja powierzchni ekwipotencjalnej. Jesli jednak okres
jednego ze sktadnikow jest krétszy niz orbitalny nastepuje zmiana sit od$rodko-
wych zwiazana z osig rotacji samego sktadnika. Gwiazda zatem rotuje wzgledem
ograniczajacej ja powierzchni ekwipotencjalnej. Jesli gwiazda jest rozciagnieta
plywami, punkt na jej powierzchni bedzie wykonywal ruchy radialne w goére i w
dot. Powoduje to, ze dla gwiazd mocno znieksztalconych nastepuje szybka syn-
chronizacja rotacji sktadnika z ruchem orbitalnym (Zahn, 1975, 1977). Dodatkowe
silty odsrodkowe powoduja splaszczenie sktadnika przy biegunach. Przyjmujac F'
jako parametr synchronizacji definiowany jako stosunek okresu obrotu do okresu

orbitalnego
p o Lo : (4.16)
Porp
potencjal mozemy okresli¢ jako
Q(r,q) = 1+q ;f)\r +1F2(q+1)r2(171/2). (4.17)
’ 2 V1—=2\r+ 12 2

Orbity eliptyczne

W przypadku orbit kotowych ksztalt powierzchni ekwipotencjalnych jest sta-
ly. W rzeczywistosdci (zwlaszeza dla sktadnikéw o wiekszej separacji) czesto or-
bity przyjmuja ksztalt eliptyczny. Gwiazdy o malej wzajemnej odlegtoéci maja
zazwyczaj orbity kolowe powstate poprzez dzialanie sit pltywowych, ktore powo-
duja dysypacje energii niesynchronicznej rotacji w skali czasu poréwnywalnej z
termiczna (Zahn, 1975, 1977). Odleglo$é a miedzy sktadnikami dla orbit eliptycz-
nych jest funkcja fazy ruchu orbitalnego i podlega okresowym zmianom. Powoduje
to réwniez okresowe zmiany ksztaltu i rozmiaréw powierzchni ekwipotencjalnych,
krytycznej powierzchni Roche’a i samych gwiazd. Eliptycznosé orbity opisujemy
sptaszczeniem e. Potencjal jest wéwczas wyznaczany jako:

1 1 Ar
Qr,q,a) = —+ _
(r.g.a) r Va2 =2 ar +r2  a?

+ é]ﬂ(q + )31 —v?).  (4.18)

Rozktad jasnosci na powierzchni gwiazdy

Czynniki, ktére musimy uwzglednié, aby opisa¢ rozktad jasnosci na powierzch-
ni gwiazdy oraz wplywajace na promieniowanie w réznych zakresach czestotliwo-

cl to:
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model rozkltadu widmowego promieniowania,
e pociemnienie brzegowe,

e pojasnienie grawitacyjne,

efekt odbicia,

e plamy na powierzchni sktadnikéw,

rozciaglo$é atmosfery (zaémienia atmosferyczne).

Aby okresli¢ w jaki sposéb gwiazda promieniuje w réznych zakresach czesto-
tliwoéci musimy przyja¢ pewien model. W pierwszym przyblizeniu moze to byé
cialo doskonale czarne. Znacznie bardziej doktadny jest model uwzgledniajacy
fizyke atmosfer i lepiej odzwierciedlajacy widma gwiazd rzeczywistych.

Aby wyznaczy¢ jaki jest rozktad promieniowania musimy znaé temperature
gwiazdy. Dla obiektu sferycznego temperatura na catej powierzchni jest taka sa-
ma. Gwiazda odksztatcona sitami odsrodkowymi lub sitami ptywowymi posiada
wyzsza temperature w obszarach o wyzszym lokalnym przyspieszeniu grawitacyj-
nym g ~ 1. Efekt ten nazywamy pociemnieniem grawitacyjnym.

Zmajac rozklad temperatur na powierzchni gwiazdy mozemy okresli¢c mono-
chromatyczng jasnos¢ powierzchniowa uwzgledniajac pociemnienie brzegowe. Ob-
serwator widzi glebsze warstwy w érodku gwiazdy, niz na jej brzegach. Warstwy
glebsze maja wyzsza temperature, co oznacza, ze Srodek tarczy jest jasniejszy niz
jej brzegi.

Pary za¢mieniowe sa zazwyczaj stosunkowo ciasnymi ukladami. Sktadniki
o$wietlaja sie nawzajem, co powoduje wzajemne podgrzewanie sktadnikéw. Ogrze-
wana jest tylko pélsfera o$wietlona przez drugi sktadnik. Wypromieniowany nad-
miar ciepta daje wkitad do krzywej zmian blasku. Zjawisko to nazywamy efektem
odbicia (refleksu). Nie jest ono wywolane odbiciem promieniowania, lecz zacho-
dzi na skutek podgrzania. Tylko w przypadku gwiazd bardziej goracych nazwa
ta jest trafniejsza, bowiem dla nich mozliwe jest rozpraszanie na elektronach w
zewnetrznych czesciach atmosfery. Efekt odbicia jest modelowany przy pomocy
parametru albedo, okreslajacego jaka cze$¢ energii promieniowania padajacego
zostaje z powrotem wypromieniowana. Kolejnym istotnym efektem jest przeptyw
ciepta z obszaréw podgrzanych do chtodniejszych.

Niektére uktady zaémieniowe posiadaja znieksztatcone krzywe blasku, w spo-
sob taki, ze widoczna jest réznica w poziomie maksiméw. Moze to byé spowo-
dowane duzymi plamami na powierzchni gwiazdy. Jezeli znieksztalcenie krzywej
pojawia sie zawsze w tej samej fazie, oznacza to, ze zachodzi synchroniczny ruch
sktadnika z plama. Plamy moga mieé¢ nizsza, lub wyzsza temperature niz po-
wierzchnia otaczajaca.
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Krzywe zmian blasku i predkosci radialnych

Znajac réwnania opisujace ksztalt, rozmiary, rozktad jasnosci na powierzchni
sktadnikéw i nachylenie orbity, jesteSmy w stanie odtworzy¢ krzywsg zmian blasku
uktadu.

Aby wygenerowaé krzywa predkosci radialnych na podstawie znanych pred-
kosci orbitalnych i nachylenia orbity mozemy zastosowaé prosty model, w ktérym
gwiazde zastepujemy punktowym zZrédltem $wiatta. Dla kotowych orbit o nachy-
leniu ¢ = 90° obserwowana predko$¢ radialna

Vobs = Vorp sin d)y (419)

gdzie ¢ jest faza ruchu orbitalnego. Jesli nachylenie jest mniejsze musimy uwzgled-
ni¢ dodatkowy rzut wektora predkosci, zatem predkosé obserwowana wynosi:

Vobs = Vorp Sin ¢ sin i. (4.20)

Wrykreslajac te funkcje dla obu sktadnikéw otrzymujemy dwie sinusoidy przesu-
niete w fazie o m. W fazach zaémien (0 i 0.5) uzyskujemy (odejmujac predkosé
calego uktadu) zerowe predkosci radialne, w fazach 0.25 1 0.75 - maksymalne. Dla
gwiazd ciagu gléwnego wiemy, ze temperatura ros$nie wraz ze wzrostem masy.
W przypadku uktadow, ktorych sktadniki leza na ciggu gldwnym oznacza to, ze
sktadnik pierwszy o wyzszej temperaturze ma wigkszg mase. W takiej sytuacji
ten sktadnik ma krzywa RV o mniejszej amplitudzie K;. Stosunek mas wynosi
q=Ki/Ks.

Na podstawie modelu zrédta punktowego mozemy pokazaé¢ idee wyznaczania
podstawowych parametréw z krzywej RV. Jezeli posiadamy obserwacje spektro-
skopowe uktadu, w ktérych sa widoczne linie obu skladnikéw mozemy uzyskaé
krzywe ich predkoéci radialnych. Korzystajac z metody najmniejszych kwadratow
mozemy dopasowa¢ do nich dwie sinusoidy, wyznaczajac w ten sposob amplitudy
K i Ky oraz predko$é radialng ukladu zaémieniowego ($rodka masy) wzgledem
Stonca. Stosunek mas wyznaczamy z zaleznosci ¢ = K; /K. Pélo§ wielka uktadu
okreslamy jako

asini = (K; + Ky) - P -0.01976, (4.21)

gdzie jednostka okresu P jest doba, amplitudy K2 km/s, a uzyskany wynik ma
wymiar jednostek promieni Stofica Rg. Jezeli znamy warto$é nachylenia orbity
z fotometrii to dzielac uzyskany wynik przez sini otrzymujemy pétos wielka a
[Ro]. Masy skladnikéw w jednostkach mas Stonca mozemy uzyskaé korzystajac
ze Wzoru

1.038 - 107 7(Ky + K2)? - K12+ P

My = :

(4.22)

sin® 4

Mimo dobrego pierwszego przyblizenia gwiazdy modelem zrédta punktowego,
nalezy uwzglednié fakt, ze sktadniki uktadu nie sa takimi Zrédtami promieniowa-
nia, lecz obiektami niesferycznymi o niejednorodnym rozkladzie jasnosci na po-
wierzchni. Réznice w wyznaczonych amplitudach predkosci moga wynosi¢ kilka
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procent. Aby wyznaczy¢ dokladnie krzywe predkosci radialnych musimy znalezé
srednia predkos¢ pochodzaca od wszystkich widocznych (nieza¢mionych) elemen-
tow powierzchni wazona ich jasnoscia. Oznacza to, ze konieczne jest skorzystanie
z dokladnych wzoréw na ksztalt, rozmiary i rozkitad jasnosci obu sktadnikéw.
Krzywa wyznaczona w ten sposob lepiej odpowiada danym obserwacyjnym i rézni
sie od sinusoid modelu punktowego warto$ciami amplitud oraz znieksztalceniami
krzywej w okolicy zaé¢mien na skutek efektu Rossitera - McLaughlina (Rossiter,
1924), pojawiajacego sie w trakcie tranzytu jednego ze sktadnikéw przez tarcze
drugiego. Gwiazdy rotuja wokdt wiasnych osi i w trakcie za¢mienia widzimy réz-
ne czesci gwiazdy zakrywanej. Jezeli widzimy ta cze$¢ tarczy, ktéra na skutek
rotacji zbliza sie do nas (cze$¢ oddalajaca sie jest zakryta przez druga gwiazde)
obserwujemy obnizong predko$¢ radialna. 7 kolei jej wzrost zauwazalny jest w
przypadku odwrotnym.

4.3.2 Program PHOEBE

Modelowanie uktadéw podwdjnych przeprowadzono z wykorzystaniem pro-
gramu PHOEBE? (PHysics Of Eclipsing BinariEs, Prsa, 2006) bazujacego na
metodzie WD. Program korzysta z jednej z nowszych wersji kodu numerycznego
z roku 1998 (WD98). PHOEBE posiada rozbudowany interfejs graficzny (rysu-
nek 4.11) pozwalajacy na przyspieszenie procesu modelowania oraz umozliwiajacy
natychmiastowe poréwnanie krzywych syntetycznych i obserwowanych, a takze
uzyskanie tréjwymiarowego obrazu uktadu.

Program PHOEBE wykorzystuje do analizy dane obserwacyjne uzyskane z
krzywych LC i RV oraz zestaw parametréow opisujacych ukltad, ktore zostaja
uzyte jako punkt startowy w procesie modelowania:

e temperatury efektywne obu skladnikéw T3, T [K],

e data julianska momentu minimum gtéwnego Min I [HJD],
e okres uktadu P w dniach [d],

e poélos wielka orbity a w jednostkach promieni Stonca [Rg)],
e stosunek mas skladnikéw ¢ = My /M,

e nachylenie orbity ¢ w stopniach,

e bezwymiarowe potencjaly na powierzchniach obu gwiazd €21, €9, ktére za-
leza gtéwnie od stosunku mas, promienia i odlegtodci sktadnikéw

e bezwymiarowe jasnosci sktadnikéw uktadu Ly i Le w danym pasmie fotome-
trycznym przy zaltozeniu, ze L1 + Ly = L = 1 lub przeliczone na jednostki
odpowiadajace jednostkom danych wejsciowych (krzywa LC),

3program dostepny pod adresem http://phoebe.fiz.uni-lj.si/



ROZDZIAE 4. WYZNACZANIE PARAMETROW UKEADOW PODWOJNYCH

76 ZACMIENIOWYCH FM LEO I FK LEO
Plot LCe: r Turn on data aliasing Independent Variable:|Phass _]
rymthetic light curve _iPlot. Residuals [Deperdent, Variable: |Masnitude __]
Vertices: 300 5 Phase Start: -0, 60000 3
r Observed light curve (data) Phase End: 0. 60000 3

[650mm &) 4L 4]

Offset Step:  Zoom In Zoom Step:  JCoarse Grid ~Box  Fluz Factor: Morm Phage:

=57 % 4 _fomoOut | [0 4 JFine Grid <fmes [Lo0000 3 [0.m000 3

8.3 ; ; ; ; ! r . Trifoz P: b

sk L, misgriburnid, aui e ;= Mass:  L2g9 1268

s BROACEENA -‘fM *‘%""? i Radivs:  L.450 1,530
5 0 ] - Mhol: 3,640 8,470
e gt 1l I log g 4230 4180
" t | ‘f PSR 95.830 84161
o |

Surface: 0, (62 0,070

a.8 0 I rpole: (070 0,078
F ‘ if ] r_point: (. 070 0. 075

= b [ i rside: GO0 0.0B
sk 3 ; ) . : e r_back: 0. 070 0. 075

Lagrange: Potential: Excesded?
L1 3. 74934 no

[Data Points: 380 Weishted Sigma: 0. (46586 Unweizhted Sisma: (. 095656 L2 8. 2632 no

Plot Plot to File | Clear | Help | Done |

Rysunek 4.11: Wyglad interfejsu graficznego programu PHOFEBE. Widoczne okno
dopasowania krzywej zmian blasku dla FM Leo.

e przyspieszenia grawitacyjne na powierzchniach obu gwiazd log g1, log g2
wyrazone w jednostkach cgs.

Najistotniejszymi parametrami sa okres uktadu P oraz data julianska mo-
mentu minimum gtéwnego Min 1. Te dwie wartosci nalezy podaé, by program
przeprowadzil poprawnie sfazowanie danych. Inne parametry moga zostaé¢ do-
my$slnie przyjete przez program po podaniu informacji o typie modelowanego
ukladu (rozdzielony, kontaktowy itp.).

4.4 Wyniki

441 FM Leo
Dane o uktadzie

Uktad FM Leo jest rozdzielonym ukladem podwoéjnym. Byl obserwowany
przez satelite Hipparcos (HIC 54766), dzieki czemu wyznaczono dla niego pa-
ralakse trygonometryczna: 8.35 £ 1.17 mas. Jasnos¢ uktadu w maksimum wy-
nosi V=8".464 + 0.016 (Perryman et al., 1997), a warto$¢ wskaznika barwy B-
V=0.462 4+ 0.021. Dostepna krzywa zmian blasku pochodzi z przegladu ASAS
(All Sky Automated Survey; Pojmanski, 1997) i zawiera dwa minima niemalze
jednakowej glebokosci. Sugeruje to, iz ukltad sklada si¢ z dwoch bardzo podob-
nych, rozdzielonych sktadnikéw. Okres zmian blasku wynosi P=67.72856 (Kre-
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iner, 2004). Typ widmowy ukladu sklasyfikowano jako F8. W literaturze nie ma
informacji na temat wczeéniejszych obserwacji spektroskopowych tego obiektu.
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Rysunek 4.12: Metoda korelacji krzyzowej jednowymiarowej przy uzyciu fxcor
dla FM Leo. Widoczne dwa piki korelacyjne swiadczace o podwojnosci uktadu.
Dolny wykres przedstawia piki o zblizonej wartosci predkosci (zblizajace sie do
fazy za¢mienia) (Zrédlo: IRAF).

Materiat obserwacyjny

Do stworzenia modelu uktadu konieczne byto wykonanie widm. Pochodza z
obserwatorium DDO (Kanada), z 7 nocy okresu przelomu kwietnia i maja 2006
roku (obserwator: T. Kwiatkowski). Zostaly wykonane przy pomocy 1.9 metro-
wego teleskopu ze spektrografem umieszczonym w ognisku Cassegraina. Czas
nadwietlania widm wynosil 20 minut. Obserwacje zostaly wykonane w zakresie
widmowym 5100 - 5275 A.
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Krzywa zmian blasku pochodzi z przegladu nieba ASAS (All Sky Automated
Survey; Pojmanski, 1997). Dostepna fotometria zostala wykonana w filtrze V. Po
dopasowaniu syntetycznej krzywej do danych obserwacyjnych uzyskano $rednia
kwadratowa (RMS) dopasowania o = 0.05 mag.

FM Leo
krzywa RV

[km/s]

v_rad

FM Leo
residua krzywej RV

3
I
1

[km/s]

v_rad
-

e

Rysunek 4.13: Goéra: Krzywa predkosci radialnych uzyskanych metoda korelacji
jednowymiarowej fxcor dla FM Leo. Dét: Residua dla krzywej predkosci radial-
nych uzyskanych metoda korelacji jednowymiarowej fxcor dla FM Leo. Sredni
blad formalny pomiaru wynosi 6y = 0.017 mag.
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Rysunek 4.14: Zastosowanie metody korelacji krzyzowej dwuwymiarowej TOD-
COR dla FM Leo.

Wyniki

Wyznaczenie wartosci predkosci radialnych za pomoca metody korelacji jed-
nowymiarowej opieralo sie na uzyciu wczesniej opisanych procedur pakietu IRAF.
Uzyskano dwa maksima funkcji CCF (rysunek 4.12), $wiadczace o obecnosci
dwdch sktadnikéw uktadu.

W wyniku pomiaru predkosci radialnych metoda korelacji jednowymiarowej
uzyskano krzywe zmian predkosci radialnych przedstawione na rysunku 4.13.
Srednia kwadratowa (RMS) dopasowania dla sktadnika gléwnego wynosi o1 =
0.94 km/s, dla wtérnego oo = 0.51 km/s. Réznice miedzy warto$ciami dopasowa-
nymi, a obserwacjami (residua) przedstawiono na dolnym wykresie rysunku 4.13.
Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza odpowiednio o1 = 1.32 km/s, of9 =
1.53 km/s.

W celu weryfikacji btedéw pomiarowych obliczono warto$é x? (Press et al.,
2007)

N 2
2= Z(M) : (4.23)
=1~ i
gdzie O; to wartos¢ mierzona, F; - warto$¢ dopasowana, o; - btad pomiaru, N
- ilo$¢ pomiaréw. Zgodnie z algorytmem postepowania bledy pomiaru zostaty
przeskalowane przez /X, gdzie

Vo)
>A<2 X

= 4.24
e (424)

tak by x? = 1, gdzie M oznacza liczbe parametréw modelu, N-M - liczbe stopni
swobody, w wyniku czego wplyw niedoszacowania lub przeszacowania bledow
pomiarowych na bledy parametréw zostal wyeliminowany.

Pomiar predkosci radialnych metoda korelacji dwuwymiarowej (TODCOR)
potwierdzit stuszno$é wezesniej uzyskanych wynikéw. Przyktadowe mapy korela-
cji, jakie uzyskano w trakcie wykonywania pomiaru, ukazano na rysunku 4.14.
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Krzywa zmian predkosci radialnych wyznaczonych metoda korelacji dwuwy-
miarowej przedstawiono na rysunku 4.15. Srednia kwadratowa (RMS) dopaso-
wania dla skladnika gléwnego wynosi o1 = 0.93 km/s, a dla sktadnika wtérnego
o9 = 0.62 km/s. Rozrzut dopasowania modelu do obserwacji ukazano na dolnym
wykresie rysunku 4.15. Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza odpowiednio
o1 = 1.12 km/s oraz oy = 1.04 km/s. Amplituda zmian predkoéci radialnych
dla sktadnika gléwnego wynosi K; = 77.4 km/s, z kolei dla skladnika wtérnego
Ky = 76.5 km/s.

Dopasowanie krzywej zmian blasku do danych obserwacyjnych przedstawia
wykres na rysunku 4.16. Widoczne sa spadki jasnosci rzedu 0.5 mag dla obu
miniméw. Sugeruje to podobienstwo skladnikéow ukiadu. Maksima krzywej sa
plaskie, co $wiadczy o kulistosci gwiazd i braku znieksztalcen. Srednia kwadra-
towa dopasowania krzywej LC do obserwacji wynosi ¢ = 0.05 mag. Residua dla
krzywej zmian blasku ukladu FK Leo przedstawiono na dolnym wykresie 4.16.
Sredni blad formalny pomiaréw wynosi gy = 0.017 mag.

Na podstawie krzywych zmian blasku i predkosci radialnych uzyskanych me-
todag TODCOR stworzono model uktadu. Jego sktadnikami sg gwiazdy o ma-
sach M71=1.293 £ 0.022 Mg i M3=1.286 £ 0.022 M oraz promieniach réwnych
odpowiednio R1=1.45 £+ 0.05 Rg i Re=1.53 £+ 0.05 Rs. Pétos wielka ukladu
zostala oszacowana na warto$¢ a=20.55 £ 0.09 R, a nachylenie na 1=88.09 +
0.20 °. Predko$¢ radialna uktadu wynosi V,=11.88 + 0.23 km/s, temperatury zas
T1=6400 £ 145 K i T5=6326 + 194 K. Temperature sktadnika pierwszego oszaco-
wano na podstawie wartosci wskaznika barwy (B-V), druga zostala dopasowana
przez program PHOEBE.

Zalozony jako parametr wstepny okres P=6%.72856 (Kreiner, 2004) zostal
poprawiony na wartos¢ P=6%.72882 + 0.00001. Powodem bylo lepsze dopasowanie
krzywych syntetycznych do obserwacji w przypadku zmodyfikowanej wartosci
okresu.

Uzyskane wartosci parametréw uktadu przedstawia tabela 4.2.

Tréjwymiarowy model uktadu zobrazowano na rysunku 4.17.
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Rysunek 4.15: Goéra: Krzywa predkosci radialnych uzyskanych metoda korelacji
dwuwymiarowej TODCOR dla FM Leo. Dét: Residua dla krzywej predkosci ra-
dialnych uzyskanych metoda korelacji dwuwymiarowej TODCOR dla FM Leo.
Kolorem zielonym zaznaczono residua dla sktadnika gléwnego, czerwonym - dla
sktadnika wtérnego. Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza odpowiednio o
= 1.12 km/s oraz oy = 1.04 km/s.

Wyznaczenie wieku uktadu

W celu weryfikacji poprawnosci wyznaczonych parametréw przeprowadzono
test polegajacy na sprawdzeniu czy oba skiadniki uktadu sa tego samego wieku.
Gwiazdy osadzono na $Sciezkach ewolucyjnych odpowiadajacych ich masom oraz
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Rysunek 4.16: Géra: Krzywa zmian blasku dla FM Leo (dane: ASAS). Dét: Re-
sidua dla krzywej zmian blasku dla FM Leo. Sredni blad formalny pomiaréw
wynosi gy = 0.017 mag.

przeprowadzono sie¢ izochron (dla réznych metalicznosci) sprawdzajac czy przez
oba sktadniki przebiega jedna linia taczaca punkty o tym samym wieku. Powyzsza
procedure wykonano dla trzech zestawéw wspoélrzednych: logg i logT, jasno$é
absolutna My, i masa oraz promien R i masa M.

W przypadku zaleznosci log g - log T' (rysunek 4.18) zauwazalna jest zgodnosé
w granicy bledéw wyznaczonych wartosci parametrow skladnikéw ze Sciezkami

ewolucyjnymi dla oszacowanych mas gwiazd. Do obu gwiazd mozna dopasowaé
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1.293 4+ 0.022 M,
1.286 + 0.022 Mg
1.47 £ 0.05 Ry

1.54 £ 0.05 Ry
6.72882 £ 0.00001 d
20.55 £+ 0.09 R
0.994 4+ 0.008

88.09 £ 0.20 °

11.88 4+ 0.23 km/s
6400 £+ 145 K

6326 + 194 K

14.99 + 0.51

14.25 4+ 0.39

log g1 4.22 £+ 0.04
log g2 4.17 £ 0.03

2 23 8|52 |2 |5 5l =

Tabela 4.2: Parametry modelu uktadu FM Leo wyznaczone na podstawie krzywej
LC i RV uzyskanej za pomoca metody TODCOR.

FM Leo
model PHOEBE
T

01 i

I I L L
-0.2 -0,1 0 0.1 0.2

Rysunek 4.17: Tréjwymiarowy model uktadu FM Leo dla fazy 0.48.

izochrony z zakresu 2 mld - 3 mld lat dla metalicznosci stonecznej (Z = 0.018),
co $wiadczy o poprawnosci wyznaczonych parametrow.

Zaleznos¢ log g — logT korzysta ze znajomo$ci temperatury gwiazd, ktora
zostala oszacowana dla jednego sktadnika ze znajomosci wskaznika barwy (B-V).
W celu unikniecia btedéow wynikajacych z tego sposobu szacowania temperatury,
izochrony wykreslono dla dwéch innych zestawdéw wspoélrzednych: jasnosé - masa
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Rysunek 4.18: Sciezki ewolucyjne (kolor czerwony i czarny) dla mas M;=1.293
Mg i M3=1.286 Mg i izochrony (2 mld lat - przerywana linia po lewej stronie
wykresu, 3 mld lat - przerywana linia po prawej) dla metalicznosci slonecznej
(Z=0.018) oraz parametry odpowiadajace skladnikom uzyskanego modelu uktadu
FM Leo.

oraz promien - masa.

W przypadku zaleznosci jasno$é - masa (rysunek 4.19) oba skladniki leza
ponizej izochron. Préby przeprowadzono dla réznych wartosci metalicznosci Z
réwnej 0.01, 0.014 i 0.018 (metaliczno$¢ sloneczna). Wartos$é jasnosci absolutnej
sktadnikéw wyznaczona zostala ze znanej z Hipparcosa paralaksy i jasnosci wi-
domej oraz informacji na temat stosunku jasnoéci gwiazd, na tej samej zasadzie
oszacowano bledy pomiaru. Przyczyna niezgodnosci moze byé fakt nieuwzgled-
nienia efektu poczerwienienia, ktére powoduje przesuniecie potozenia obiektu na
wykresie wzdluz osi jasnoéci w gore (obiekty maja wieksza jasno$é absolutna).

Zalezno$¢ promien - masa wskazuje na stusznos¢ wieku wyznaczonego z za-
leznosci log g — log T'. Wyznaczone parametry gwiazd mozna osadzié¢ na wspoélnej
izochronie przypisanej wiekowi 2 - 2.5 mld lat.

Powyzsze zaleznosci wskazuja na to, ze metalicznosé sktadnikéw uktadu jest
réwna metalicznosci Stonca (Z = 0.018), a wiek gwiazd wynosi okoto 2.5 mld lat.
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Rysunek 4.19: Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci jasnosé¢ V - masa dla
réznych wiekéw (1.5 - 2.5 mld lat) i metalicznosci (Z = 0.01, 0.014, 0.018) gwiazd.
Czarne punkty oznaczaja sktadniki uktadu FM Leo. Przy wyznaczaniu jasno$ci
V gwiazd uktadu nie uwzgledniono efektu poczerwienienia.

4.4.2 FK Leo
Dane o uktadzie

Uktad FK Leo jest rozdzielonym ukladem podwdjnym. Byl obserwowany
przez satelite Hipparcos (HIC 54711), dzieki czemu wyznaczono dla niego pa-
ralakse trygonometryczna: 7.13 £ 1.15 mas. Jasnos¢ uktadu w maksimum wy-
nosi V=8".507 £+ 0.019 (Perryman et al., 1997), a warto$¢ wskaznika barwy B-
V=0.416+0.024. Dostepna krzywa zmian blasku pochodzi z przegladu ASAS (All
Sky Automated Survey; Pojmanski, 1997). Jej przebieg sugeruje, iz uklad sklada
sie z dwoch rozdzielonych skladnikéw o réznych wielkosciach i temperaturach.
Przyjety okres zmian blasku wynosit P=1%.7372 (ASAS). Typ widmowy uktadu
sklasyfikowano jako F5III. Podobnie jak w przypadku uktadu FM Leo, w lite-
raturze nie ma informacji na temat wczesniejszych obserwacji spektroskopowych
tego obiektu.

Materiat obserwacyjny

W celu stworzenia modelu uktadu konieczne byto wykonanie widm. Pochodza
z obserwatorium DDO (Kanada), z 6 nocy okresu przelomu kwietnia i maja 2006
roku (obserwator: T. Kwiatkowski). Podobnie jak widma wczes$niej omawianego
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Rysunek 4.20: Izochrony osadzone na wykresie zalezno$ci promien - masa dla
réznych wiekéw: 2, 2.5 1 3 mld lat i metalicznosci Stonca (Z = 0.018). Czarne
punkty oznaczaja sktadniki uktadu FM Leo.

uktadu FM Leo, zostaly wykonane przy pomocy 1.9 metrowego teleskopu ze
spektrografem umieszczonym w ognisku Cassegraina. Czas naswietlania widm
wynosit 20 minut. Obserwacje zostaly wykonane w zakresie widmowym 5100 -
5275 A.

Krzywa zmian blasku pochodzi z przegladu nieba ASAS (All Sky Automated
Survey; Pojmanski, 1997). Dostepna fotometria zostala wykonana w filtrze V.
Po dopasowaniu syntetycznej krzywej do danych obserwacyjnych uzyskano RMS
0=0.03 mag.

Wyniki

Wyznaczenie wartosci predkosci radialnych za pomoca metody korelacji jed-
nowymiarowej opieralo sie na uzyciu wczesniej opisanych procedur pakietu IRAF.
Uzyskano tylko jedno maksimum funkcji CCF (rys. 4.21), $wiadczace o malym
wkladzie jasnosci drugiej gwiazdy do jasnosci catkowitej uktadu lub matej wzgled-
nej predkosci obu skladnikéw (problem ten zostal opisany w rozdziale trzecim).
Wyznaczone wartosci predkosci radialnych dla sktadnika gléwnego przedstawia
rysunek 4.22. Srednia kwadratowa (RMS) dopasowania wynosi o = 0.63 km/s.
Roéznice miedzy modelem dopasowanym a obserwacjami (residua) ukazano na
dolnym wykresie rysunku 4.22. Sredni blad formalny pomiaréw wynosi ¢ r=0.71
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Rysunek 4.21: Metoda korelacji krzyzowej jednowymiarowej przy uzyciu fxcor
dla FK Leo. Widoczny jeden pik korelacyjny (zrédlo: IRAF).

km/s.

Pomiar predkosci radialnych metoda korelacji dwuwymiarowej TODCOR wy-
kazal obecnos¢ drugiego sktadnika uktadu i pozwolitl na wyznaczenie jego krzywej
RV. Przyktadowe mapy korelacji, jakie uzyskano w trakcie wykonywania pomiaru,
ukazano na rysunku 4.23. Do wyznaczenia wartosci obu predkoéci nie wystarczyta
znajomosé polozenia maksimum (kolor czerwony) na wykresie, jak w przypadku
uktadu FM Leo. Nalezalo uwzglednié¢ obecno$¢ stabszego maksimum, widoczne-
go na przecieciu paska z6ttego ze stabszym paskiem niebieskim. Wspotrzedne
tego punktu odpowiadaja poszukiwanym warto$ciom predkosci radialnych obu
sktadnikéw.

Uzyskane krzywe zmian predkosci radialnych dla obu sktadnikéw uktadu FK
Leo ukazano na rysunku 4.24. Srednia kwadratowa (RMS) dopasowania dla sktad-
nika gléwnego wynosi o1 = 1.83 km/s, za$ dla wtérnego oo = 4.67 km/s. R6znice
miedzy modelem dopasowanym, a pomiarami (residua) przedstawiono na dolnym
wykresie 4.24. Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza of1 = 2.63 km/s oraz
of2 = 7.15 km/s. Ta istotna réznica w wartosciach RMS, wigkszy rozrzut i ble-
dy pomiarowe dla sktadnika wtornego sa spowodowane jego mniejszg jasnoscig, i
wiekszymi trudnosciami w wyznaczeniu maksimum funkcji korelacji krzyzowej.

Dla sktadnika gléwnego warto$é RMS jest wieksza niz w przypadku metody
korelacji jednowymiarowej. Dodatkowo krzywa RV dla tego sktadnika charakte-
ryzuje sie mniejsza iloscia pomiaréw (kilka widm wykonanych w fazie zblizonej do
za¢mien zostalo odrzuconych ze wzgledu na zlewanie sie maksiméw funkcji kore-
lacji). Z tych powodéw do uzyskania ostatecznego modelu przyjeto krzywa RV dla
sktadnika gléwnego uzyskanag na podstawie metody korelacji jednowymiarowej,
z kolei dla sktadnika wtornego - jedyna dostepna krzywa, zatem krzywsa uzyska-
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Rysunek 4.22: Géra: Krzywa predkosci radialnych dla sktadnika gtéwnego uzyska-
na metoda korelacji jednowymiarowej fxcor dla FK Leo. Dét: Residua dla krzy-
wej predkosci radialnych uzyskanych metoda korelacji jednowymiarowej fxcor
dla skladnika gléwnego ukladu FK Leo. Sredni blad formalny pomiaréw wynosi
or = 0.71 km/s.

ng na podstawie metody TODCOR. Przyjeta do procesu modelowania krzywa
RV dla obu skladnikéw ukladu przedstawia wykres 4.25. Srednia kwadratowa
dopasowania dla sktadnika gtéwnego wynosi zatem o; = 0.63 km/s, a dla sktad-
nika wtérnego o9 =4.67 km/s. Residua dla ostatecznej krzywej zmian predkosci
radialnych przedstawiono na dolnym wykresie 4.25. Srednie bledy formalne po-
miaréw wynosza zatem oy = 0.71 km/s oraz o2 = 7.15 km/s. Amplituda zmian
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predkosci radialnych dla sktadnika gtéwnego wynosi K7 = 94.5 km/s, z kolei dla
sktadnika wtérnego Ko = 143.6 km/s.

Dopasowanie krzywej zmian blasku do danych obserwacyjnych przedstawia
wykres na rysunku 4.26. Widoczne sa spadki jasnoéci rzedu 0.2 mag dla mini-
mum gléwnego oraz 0.08 mag dla minimum wtérnego. Swiadezy to o réznicy w
temperaturach obu sktadnikéw. Maksima krzywej sa ptaskie, co sugeruje symetrie
sferyczna sktadnikow.

Srednia kwadratowa dopasowania krzywej LC do obserwacji wynosi o = 0.03
mag. Residua dla krzywej zmian blasku uktadu FK Leo przedstawiono na dolnym
wykresie 4.26. Sredni blad formalny pomiaréw wynosi gy = 0.027 mag.

Na podstawie krzywych predkosci radialnych uzyskanych obiema metodami
(skladnik gléwny - korelacja jednowymiarowa, skladnik wtérny - TODCOR) i
zmian blasku wyznaczono fizyczne parametry uktadu. Jego sktadnikami sa gwiaz-
dy o masach M;=1.425 £+ 0.013 Mg i M2=0.925 £ 0.009 My oraz promieniach
R1=1.98 £ 0.86 Ry i Re = 1.17 £ 0.47 Ry . Pétos wielka uktadu zostata oszaco-
wana na warto$¢ a=8.08 + 0.02 Ry, a nachylenie na i=77.44 + 0.52 °. Predkosé
radialna uktadu wynosi V,=-2.87 + 0.20 km/s, temperatury za$ T1=6700 + 145
K i T5=5018 £+ 309 K. Podobnie jak w przypadku FM Leo, temperatura pierw-
szego skladnika zostala oszacowana z wartosci wskaznika barwy (B-V), a druga
dopasowana przez program PHOEBE.

Zalozony jako parametr wstepny okres P=12.7372 (ASAS) zostal poprawiony
na warto$¢é P=19.73710 + 0.00006, by krzywe syntetyczne lepiej dopasowaé do
obserwacji.

Uzyskane wartoéci parametréw przedstawia tabela 4.3.

Trojwymiarowy model uktadu przedstawiono na rysunku 4.27.

Wyznaczenie wieku uktadu

W celu weryfikacji poprawnosci wyznaczonych parametréw przeprowadzono
test polegajacy na sprawdzeniu czy oba skladniki ukladu sa tego samego wie-
ku. Podobnie jak w przypadku wczesniej oméwionego uktadu FM Leo, gwiazdy
osadzono na Sciezkach ewolucyjnych odpowiadajacych ich masom oraz przepro-
wadzono sie¢ izochron (dla réznych metalicznosci) sprawdzajac czy przez oba
sktadniki przebiega jedna linia laczaca punkty o tym samym wieku. Powyzsza
procedure wykonano dla trzech zestawéw wspotrzednych: logg i logT, jasnosé
absolutna My, i masa oraz promien R i masa M.

Zalezno$¢ log g - log T (rysunek 4.28) ukazuje, ze oba skladniki leza blisko
swych $ciezek ewolucyjnych, wystepuje jednak niezgodno$é w odniesieniu do wie-
ku uktadu. Dodatkowo, polozenie skladnika mniej masywnego wskazuje, ze nie
mozna przez niego przeprowadzi¢ zadnej izochrony (testy przeprowadzono dla
izochron z zakresu wieku 1 - 10 mln lat i réznych metalicznosci). Jednak préba
znalezienia alternatywnego rozwiazania dla zadanych parametréw wejSciowych
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odrzucita taka mozliwosé.

Zaleznosé jasno$é - masa (rysunek 4.29) potwierdza stusznosé wyznaczonych
parametréw. Przez obie gwiazdy przeprowadzi¢ mozna wspdlne izochrony, wy-
znaczajac wiek i metalicznos¢ sktadnikéw. Testy przeprowadzono dla izochron
z zakresu 1.5 - 2.74 mld lat oraz zawartosci Z réwnej 0.014 i 0.018. Przez oba
sktadniki mozna przeprowadzi¢ izochrony dla 2.2 mld lat i metalicznosci stonecz-
nej (Z = 0.018) oraz dla wieku 1.5 mld lat i zawartosci Z = 0.014. Oznacza to, ze
mozemy szacowaé wiek oraz metaliczno$é¢ gwiazd uktadu w podanych zakresach
wartosci.

Wartosé jasnosci absolutnej sktadnikéw wyznaczona zostala ze znanej z Hip-
parcosa paralaksy i jasnosci widomej oraz informacji na temat stosunku jasnosci
gwiazd. Nalezy zaznaczy¢, ze w powyzszych rozwazaniach nie uwzgledniono efek-
tu poczerwienienia, ktére powoduje przesuniecie polozenia obiektu na wykresie
wzdltuz osi jasnosci w gore.

Zaleznos¢ promien - masa (rysunek 4.30) charakteryzuje sie duzymi btedami
promieni sktadnikow, ktére uniemozliwiaja wyznaczenie wieku uktadu. Sktadnik
mniejszy znajduje sie ewidentnie powyzej przeprowadzonych izochron.

Powyzsze zalezno$ci wskazuja na to, ze potozenie punktéw na wykresach
(szczegblnie w przypadku skladnika wtérnego obarczonego wiekszymi bledami
pomiarowymi i gorszym dopasowaniem) pozwala na wyznaczenie wieku uktadéw
w mniejszym stopniu niz w przypadku FM Leo. Prawdopodobny wiek sktadnikéw
szacuje sie na 2.2 mld lat.
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Rysunek 4.23: Mapy funkcji korelacji dla FK Leo uzyskane na podstawie uzycia
metody TODCOR. Wartosci na osiach odpowiadaja predkosciom gwiazd uktadu.
Widoczne maksimum (kolor czerwony) nie odpowiada rzeczywistym wartosciom
obu predkosci. Poprawny wynik ukryty jest w obecnosci stabszego maksimum
(przeciecie zoltego paska ze stabym paskiem niebieskim znajdujacym sie w oko-
licy wartosci predkosci v = -70 [km/s] (géra) i v.= +100 [km/s] (d61)). Wspol-
rzedne tego piku odpowiadaja wartosciom predkosci radialnych obu sktadnikow.
Na rysunkach zwigkszono kontrast w celu uwidocznienia wynikéw.
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Rysunek 4.24: Goéra: Krzywa predkosci radialnych uzyskana metoda TODCOR
dla uktadu FK Leo. Dét: Residua dla krzywej predkosci radialnych uzyskanych
metoda TODCOR dla obu skladnikéw uktadu FK Leo. Kolorem zielonym za-
znaczono residua dla skladnika gléwnego, czerwonym - dla sktadnika wtoérnego.
Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza of1 = 2.63 km/s oraz oy = 7.15
km/s.
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Rysunek 4.25: Géra: Krzywa predkosci radialnych dla uktadu FK Leo. Dla sktad-
nika gléwnego (mniejsza amplituda) krzywa RV uzyskano na podstawie metody
korelacji jednowymiarowej, z kolei dla skladnika wtérnego (wieksza amplituda)
- metoda TODCOR. D6t: Residua dla krzywej predkosci radialnych przedsta-
wionej na rysunku 4.25 dla obu sktadnikow uktadu FK Leo. Kolorem zielonym
zaznaczono rozrzut dla sktadnika gtéwnego, czerwonym - dla sktadnika wtornego.
Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza odpowiednio o1 = 0.71 km/s oraz
of = 7.15 km/s.
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Rysunek 4.26: Géra: Krzywa zmian blasku dla FK Leo (dane: ASAS). Dél: Resi-
dua dla krzywej zmian blasku dla FK Leo. Sredni btad formalny pomiaréw wynosi
oy = 0.027 mag.



4.4. WYNIKI

My 1.425 £ 0.013 Mg
My 0.925 4+ 0.009 Mg
Ry 1.98 £+ 0.86 R
Ry 1.17 £ 0.47 Rg
P 1.73710 + 0.00006 d
a 8.08 £ 0.02 Ry
q 0.649 £ 0.003
i 77.44 £ 0.52 °
v, -2.87 + 0.20 km/s
T 6700 + 145 K
T 5018 £ 309 K
O 4.76 £ 1.47
0 5.65 £ 1.56
log g1 4.00 £ 0.44
log g2 4.26 £+ 0.32

95

Tabela 4.3: Parametry modelu uktadu FK Leo wyznaczone na podstawie krzywej
LC i RV ugyskanej za pomoca metody TODCOR oraz korelacji jednowymiarowej.

FK leo
model PHOEBE

Rysunek 4.27:

.
05 -

Trojwymiarowy model uktadu FK Leo dla fazy 0.03.
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Rysunek 4.28: Sciezki ewolucyjne (kolor czarny i czerwony) dla mas M;= 1.425
Mg 1 My= 0.925 Mg i izochrony dla wieku 1, 1.75, 2 mld lat i metalicznosci sto-
necznej (Z=0.018) oraz parametry odpowiadajace uzyskanym skladnikom modelu
uktadu FK Leo.
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Rysunek 4.29: Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci jasnos¢ V - masa dla
réznych wiekéw (1.5, 2.2, 2.75 mld lat) i metalicznosci (Z = 0.014, 0.018) gwiazd
(patrz: legenda). Czarne punkty oznaczaja skladniki uktadu FK Leo. Przy wy-
znaczaniu jasnosci V gwiazd uktadu nie uwzgledniono efektu poczerwienienia.
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Rysunek 4.30: Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci promien - masa dla
réznych wiekéw (2, 2.5, 3 mld lat) i metalicznosci (Z = 0.015, 0.018) gwiazd
(patrz: legenda). Czarne punkty oznaczaja sktadniki ukltadu FK Leo.



Rozdziat 5

Podsumowanie

Celem niniejszej pracy byto wyznaczenie parametréw opisujacych dwa ukta-
dy gwiazd podwéjnych zaémieniowych FM Leo (P=6%.72856, V=87.464) i FK
Leo (P=1%.7372, V=8™.507) oraz sprawdzenie ich poprawnosci poprzez osadzenie
gwiazd na Sciezkach ewolucyjnych odpowiadajacych ich masom oraz przeprowa-
dzenie sieci izochron (dla réznych metalicznosci) sprawdzajac czy oba skladniki
sg tego samego wieku.

Opis czesci praktycznej realizowanej w ramach pracy magisterskiej zostal po-
przedzony szerokim wstepem teoretycznym na temat wykorzystania ukladéw po-
dwdjnych zaémieniowych do wyznaczania parametréw gwiazd. W pracy zostal
rowniez zawarty przeglad dostepnych informacji na temat metod tworzenia $cie-
zek ewolucyjnych i izochron oraz parametréw wptywajacych na ich poprawnosc.
Kolejng czesé pracy poswiecono rozlegtemu opisowi metod wyznaczania predko-
Sci radialnych: korelacji krzyzowej jednowymiarowej i dwuwymiarowej, zwanej
TODCOR.

Czes¢ praktyczna realizowana w ramach pracy magisterskiej polegata na re-
dukcji widm, wyznaczeniu predkosci radialnych sktadnikéw uktadéw podwdjnych
przy uzyciu dwéch metod korelacji, wyznaczeniu krzywej zmian blasku z da-
nych fotometrycznych dostepnych z ASASa, oszacowaniu parametréw gwiazd
oraz sprawdzeniu ich poprawnoéci. Dodatkowym elementem uczyniono wyzna-
czenie wieku uktadow.

Analizowane uktady nie byly wczeéniej obserwowane spektroskopowo, zatem
do wyznaczenia modelu konieczne bylo wykonanie widm. Uzyty material obser-
wacyjny pochodzi z obserwatorium DDO (Kanada), z 7 nocy przelomu kwietnia
i maja 2006 roku. Widma zostaly wykonane przy pomocy 1.9 metrowego telesko-
pu ze spektrografem umieszczonym w ognisku Cassegraina. Czas naswietlania w
przypadku kazdego z widm wynosil 20 minut. Obserwacje zostaly wykonane w
zakresie widmowym 5100 - 5275 A. Dostepna fotometria to krzywe zmian blasku
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pochodzace z przegladu ASAS.

Redukcje widm przeprowadzono w oparciu o pakiet IRAF, stuzacy do obrébki
danych CCD. Po wykonaniu wstepnej obrébki widm przeprowadzono procedure
redukcyjna, ktéra mozna podzieli¢ na kroki: tracing, ekstrakcja, identyfikacja linii
w widmie lampy kalibracyjnej, wyznaczenie transformacji x — A (numer piksela
— dlugo$é fali) i kalibracja widm obiektu w dlugosci fali. Wykorzystane zostaly
nastepujace zadania (taski) IRAFa: apall, identify, dispcor. Do kalibracji w
dtugosci fali uzyto lampy FeAr.

Predkosci radialne sktadnikéw uktadu zostaly wyznaczone przy uzyciu dwéch
metod korelacji krzyzowej opisanych w rozdziale trzecim. Sa to: metoda korelacji
jednowymiarowej i dwuwymiarowej - TODCOR.

W przypadku pierwszej zastosowanej metody jako widmo odniesienia dla obu
badanych ukladéw postuzyto widmo gwiazdy o typie widmowym podobnym do
analizowanych skladnikéw wykonane tej samej nocy obserwacyjnej co widmo
obiektu. Do wyznaczenia wartosci funkcji korelacji (CCF) oraz obliczenia pred-
kosci wykorzystany zostal task IRAFa fxcor. Dla ukladu FM Leo uzyskano dwa
piki korelacyjne i wyznaczono dwie krzywe predkosci radialnych. Analiza obiek-
tu drugiego - FK Leo data w efekcie tylko jeden pik korelacyjny, co $wiadczy o
niewielkim wkladzie drugiego sktadnika do jasnosci catkowitej uktadu.

Druga metoda wyznaczania predkosci radialnych sktadnikéw uktadu byta ko-
relacja dwuwymiarowa TODCOR. Widmem odniesienia uczyniono pojedyncze
widmo syntetyczne wygenerowane na podstawie modeli Kurucza (1979) dla me-
talicznosci stonecznej i temperatury 6400 K. Dla obu przypadkéw obrano inng
wartos¢ predkosci rotacji dla widma syntetycznego swiadczaca o stopniu posze-
rzenia linii (FM Leo: vy = 30 km/s, FK Leo: v, = 2 km/s). Analiza uktadu ta
metoda pozwolita na zaobserwowanie obu sktadnikéw zaréwno uktadu FM Leo,
jak 1 FK Leo i pozwolila na wyznaczenie ich krzywych RV.

W przypadku uktadu FM Leo w wyniku metody korelacji jednowymiarowej
uzyskano Srednia kwadratowa (RMS) dopasowania krzywych RV réwna 01=0.94
km/s oraz 02=0.51 km/s dla gwiazd ukladu, z kolei dla metody TODCOR RMS
wynosil odpowiednio 01=0.93 km/s dla skladnika gléwnego oraz 0=0.62 km/s
dla drugiego sktadnika. Dla ukladu FK Leo metoda korelacji jednowymiarowej
dala w wyniku dopasowania krzywej RV RMS 0=0.63 km/s dla jednego zaobser-
wowanego sktadnika. W wyniku pomiaru predkosci radialnych za pomoca metody
TODCOR uzyskano 01=1.83 km/s dla skladnika gléwnego oraz o9=4.67 km/s
dla drugiego. W efekcie do modelowania przyjeto dla uktadu FM Leo krzywe
RV uzyskane metodg TODCOR, a w przypadku FK Leo dla sktadnika gtéwnego
krzywa uzyskana metoda korelacji jednowymiarowej (mniejsza warto$é o), a dla
gwiazdy drugiej - jedyna dostepna krzywa, zatem uzyskang na podstawie metody
TODCOR.

Na podstawie dostepnych krzywych zmian blasku i predkosci radialnych wy-
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znaczono parametry analizowanych uktadéw. Do tego celu wykorzystano program
PHOEBE bazujacy na metodzie Wilsona - Devinney’a. Uzyskane wartosci para-
metrow obu ukladow przedstawiaja tabele 4.2 i 4.3.

W przypadku uktadu FM Leo wyznaczone parametry wskazuja na to, ze
sktadnikami uktadu sa dwie podobne gwiazdy o masach M;=1.293 4+ 0.022 Mg
oraz M>=1.286 + 0.022 M oraz promieniach réwnych odpowiednio R1=1.47 +
0.05 Rg i Ro=1.54% 0.05 Ry . Pbélos wielka uktadu zostata oszacowana na wartosé
a=20.55 + 0.09 Rg, a nachylenie na 1=88.09 4+ 0.20°. Predko$¢ radialna uktadu
wynosi V,=11.88 + 0.23 km/s.

Dla uktadu FK Leo w wyniku modelowania uzyskano wyniki wskazujace na
to, ze skladnikami sa gwiazdy o masach M;=1.425 £ 0.013 My i M2=0.925 +
0.009 M oraz promieniach R1=1.98 Ry £ 0.86 1 Ry = 1.17 + 0.47 R. Pdétos
wielka ukladu zostala oszacowana na wartosé¢ a=8.08 + 0.02 R, a nachylenie na
i=77.44 + 0.52°. Predko$¢ radialna ukladu wynosi V,=-2.87 + 0.20 km/s.

Poprawno$é wyznaczonych parametréw analizowanych gwiazd oszacowano
poprzez osadzenie na Sciezkach ewolucyjnych odpowiadajacych ich masom oraz
przeprowadzenie sieci izochron (dla réznych metalicznosci) sprawdzajac czy przez
oba sktadniki przebiega jedna linia taczaca punkty o tym samym wieku. Procedu-
re powyzsza zastosowano dla trzech zestawoéw parametréw: log g i logT, jasnosé
absolutna My i masa oraz promien R i masa M. Dla uktadu FM Leo potwier-
dzono stuszno$é¢ wyznaczonych parametréw, na co wskazuje ich zgodnos$é¢ w gra-
nicy btedéw z przebiegiem Sciezek ewolucyjnych oraz przeprowadzenie wspolnej
izochrony dla wieku na ok. 2 - 2.5 mld lat. W przypadku FK Leo rozbieznosé¢
polozenia punktow na wykresach wzgledem izochron oraz $ciezek ewolucyjnych
jest znacznie wieksza, zwlaszcza dla skladnika wtoérnego. Niezgodnosci wynika-
jace z analizy trzech omawianych zaleznoéci dla tego uktadu sa prawdopodobnie
spowodowane trudnosciami w detekcji drugiego sktadnika, co ma znaczny wplyw
na stosunkowo duze bledy wyznaczonych parametrow. Szacowany wiek uktadu
wynosi ok. 2.2 mld lat.

Kolejna metoda sprawdzajaca poprawnosé¢ uzyskanych wynikéw bylo wyzna-
czenie odlegtosci do obiektow ze znajomosci promienia gwiazd, ich temperatury
oraz jasnosci absolutnej ukladéw i porownanie jej ze znang odlegtoscia z Hippar-
cosa (m = 8.35 + 1.17 mas, d = 119.8 4+ 19.5 pc). W przypadku FM Leo uzyskano
warto$¢ paralaksy m = 7.57 £ 0.71 mas oraz odlegtos¢ d = 132 + 12 pe, co daje
warto$¢ zgodna z oczekiwana. Dla FK Leo (wyniki z Hipparcosa: 7 = 7.13 £ 1.15
mas, d = 140 + 27 pc) uzyskane wyniki to 7 = 6.84 + 3.35 mas oraz d = 146 +
60 pc, co rowniez jest wartosdcia zgodna.

Podsumowujac, warto zwréci¢ uwage na fakt, ze pomiary predkosci radial-
nej w wyniku zastosowania metody korelacji TODCOR daja w efekcie poréw-
nywalne dopasowanie (zblizona wartos¢ o). Istotnym atutem metody korelacji
dwuwymiarowej jest potwierdzony doswiadczalnie fakt mozliwosci zaobserwowa-
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nia sktadnika stabszego, ktérego detekcja w metodzie korelacji jednowymiarowej
byta niemozliwa.

W celu potwierdzenia i zwigkszenia doktadnosci uzyskanych parametréow ana-
lizowanych gwiazd aktualnie prowadzone sa obserwacje spektroskopowe w Bo-
rowcu. Zwiekszenie ilo$ci danych obserwacyjnych pozwoli na sprecyzowanie uzy-
skanych parametrow uktadéw FM Leo i FK Leo i przygotowanie publikacji do
periodyka recenzowanego.



Spis symboli i skrotéw

Skrot Opis Strona
LC Light Curve, krzywa zmian blasku page 5
RV Radial Velocity Curve, krzywa zmian predkosci ra-  page 7
dialnych

SB1 single-lined spectroscopic binary, uklady podwoéjne  page 5
zatmieniowe z pojedynczymi liniami

SB2 single-lined spectroscopic binary, uktady podwojne page 10
za¢mieniowe z podwojonymi liniami

TAMS Terminal Age Main Sequence, czas zejScia z ciggu  page 18
gléwnego

ZAMS Zero Age Main Sequence, czas wejécia na ciag page 18
gltowny

WD metoda Wilsona - Devinneya page 2

CCF Cross Correlation Function, funkcja Kkorelacji page 37
krzyzowej

RMS Root Mean Square, Srednia kwadratowa, page 38

TODCOR metoda korelacji krzyzowej dwuwymiarowej page 45

FFT Fast Fourier Transform, szybka transformata Fo- page 47
uriera

DFT Discrete Fourier Transform, dyskretna transfor- page 47
mata Fouriera

SA prosta S$rednia page 54

DC wspoélezynnik determinacji page 55

ML maksymalna wiarygodnosé page 955

VA Srednia wazona page 58

COM Centre Of Mass, $rodek masy page 69
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4.15 Goéra: Krzywa predkoéci radialnych uzyskanych metoda korelacji dwu-
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kosci radialnych uzyskanych metoda korelacji dwuwymiarowej TOD-
COR dla FM Leo. Kolorem zielonym zaznaczono residua dla sktadnika
gléwnego, czerwonym - dla skladnika wtérnego. Srednie bledy formal-
ne pomiaréw wynosza odpowiednio oy = 1.12 km/s oraz oy = 1.04
Km/s. . 81

4.16 Géra: Krzywa zmian blasku dla FM Leo (dane: ASAS). D6l: Residua
dla krzywej zmian blasku dla FM Leo. Sredni btad formalny pomiaréw
wynosi oy = 0.017mag. . . ... ... ... Lo 82
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4.18 Sciezki ewolucyjne (kolor czerwony i czarny) dla mas M;=1.293 M, i
M5=1.286 Mg, i izochrony (2 mld lat - przerywana linia po lewej stro-
nie wykresu, 3 mld lat - przerywana linia po prawej) dla metalicznosci
stonecznej (Z=0.018) oraz parametry odpowiadajace sktadnikom uzy-
skanego modelu uktadu FM Leo. . . . .. . ... ... ... ... ... 84

4.19 Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci jasnosé¢ V - masa dla r6z-
nych wiekéw (1.5 - 2.5 mld lat) i metalicznosci (Z = 0.01, 0.014, 0.018)
gwiazd. Czarne punkty oznaczaja sktadniki uktadu FM Leo. Przy wy-
znaczaniu jasnosci V gwiazd uktadu nie uwzgledniono efektu poczer-
wienienia. . . . ... Lo 85

4.20 Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci promien - masa dla réznych
wiekéw: 2, 2.5 1 3 mld lat i metalicznosci Stonca (Z = 0.018). Czarne
punkty oznaczaja sktadniki uktadu FM Leo. . . . . . . . . .. .. ... 86

4.21 Metoda korelacji krzyzowej jednowymiarowej przy uzyciu fxcor dla
FK Leo. Widoczny jeden pik korelacyjny (zrédto: IRAF). . . . . . .. 87

4.22 Goéra: Krzywa predkosci radialnych dla sktadnika gtéwnego uzyskana
metoda korelacji jednowymiarowej fxcor dla FK Leo. Dot: Residua
dla krzywej predkosci radialnych uzyskanych metoda korelacji jedno-
wymiarowej fxcor dla skladnika gléwnego ukladu FK Leo. Sredni
blad formalny pomiaréw wynosi 6y = 0.71 km/s. . . . . ... ... .. 88

4.23 Mapy funkcji korelacji dla FK Leo uzyskane na podstawie uzycia me-
tody TODCOR. Wartosci na osiach odpowiadaja predko$ciom gwiazd
uktadu. Widoczne maksimum (kolor czerwony) nie odpowiada rze-
czywistym wartosciom obu predkosci. Poprawny wynik ukryty jest w
obecnosci stabszego maksimum (przecigcie zoltego paska ze stabym
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Gora: Krzywa predkosci radialnych uzyskana metoda TODCOR dla
uktadu FK Leo. D6t: Residua dla krzywej predkosci radialnych uzyska-
nych metodg TODCOR dla obu sktadnikéw uktadu FK Leo. Kolorem
zielonym zaznaczono residua dla skladnika gtéwnego, czerwonym - dla
skladnika wtérnego. Srednie bledy formalne pomiaréw wynosza op =
2.63 km/soraz oo =715 km/s. . ... Lo
Gora: Krzywa predkosci radialnych dla uktadu FK Leo. Dla sktad-
nika gléwnego (mniejsza amplituda) krzywa RV uzyskano na podsta-
wie metody korelacji jednowymiarowej, z kolei dla sktadnika wtoérnego
(wieksza amplituda) - metoda TODCOR. D6l: Residua dla krzywej
predkosci radialnych przedstawionej na rysunku 4.25 dla obu sktadni-
kéw uktadu FK Leo. Kolorem zielonym zaznaczono rozrzut dla sktad-
nika gléwnego, czerwonym - dla skladnika wtérnego. Srednie bledy
formalne pomiaréw wynosza odpowiednio o7 = 0.71 km/s oraz o2
=715 km/s. ..
Goéra: Krzywa zmian blasku dla FK Leo (dane: ASAS). D6t: Residua
dla krzywej zmian blasku dla FK Leo. Sredni btad formalny pomiaréw
wynosi oy = 0.027mag. . . ... ... oL
Trojwymiarowy model uktadu FK Leo dla fazy 0.03. . . . .. ... ..
Sciezki ewolucyjne (kolor czarny i czerwony) dla mas M= 1.425 M
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nosci stonecznej (Z=0.018) oraz parametry odpowiadajace uzyskanym
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Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci jasnos¢ V - masa dla réz-
nych wiekéw (1.5, 2.2, 2.75 mld lat) i metalicznosci (Z = 0.014, 0.018)
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no efektu poczerwienienia. . . . . . . . ... ...
Izochrony osadzone na wykresie zaleznosci promien - masa dla réznych
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